Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



»L flESEAftCH UBRAFIIES 



lilllll 



(33 06633477 6 



r i ■ 



'■■ 



T 



■ » 



■ I 

1 



}1 



Al*i 



i^ ,i 



THE NEW Y' ::< 
PUBLIC LIEr./J:Y \ 

536742 ft 

TILDEN i'OU.J-»*vw mz 
n 1931 L 



^ 



"^ 



\ 



.^ 



LEHRBUCH 



DER 



HÖHEREN MECHANII 



VON 



AUGUST RITTER, Dr. phil, 

GEH. BEO.-BATH UND PB0FE8S0B AN UBB KOL TECHX. HOCHSCHULE 

ZU AACHEN. 



DRITTE AUFLAGE. 



ERSTER THEIL. 



ANALYTISCHE MECHANIK. 



MIT 224 TESTFIGUREN. 



■ • • 

• ■ 



» • 



• 



LEIPZIG, 1899. 

BAUMGÄRTNER'S BUCHHANDLUNG. 



^ü. b .UO^kA^. 



\c 



>> 



LEHRBUCH 



DER 



ANALYTISCHEN MECHANIK 



VON 



A. RITTER, De. PHIL., 

GEH. RBG.-EATH U. PROFESSOR AN DER KGL. TEOHN. HOCHSCHULE ZU AACHEN. 



DRITTE AUFLAGE. 



MIT 224 TEXTFIGUREN. 



LEIPZIG, 1899. 

BAUMGARTNER'S BUCHHANDLUNG. 



l 



TUE NEW YOFK 

PUBLIC LIBRARY 

536742 Ä 

A^TüR, LENc :: / : D 

TILDEN FOU.'J JAi*ONS 
n 1931 L 



Uebersetzungsrocht vorbehalte-a. 



Vorrede zur ersten Auflage. 



Die Mechanik wird an der poljteclitiischeD Schale zu Aachen 
in zwei Jahrescursen vorgetragen. Der erste Cursus umfasat die- 
jenigen Gebietstheile der Mechanik, welche ohne Hülfe der Diffe- 
renzial- und Integral- Rechnung bearbeitet werden können; der 
L.Bweite Cursus ist den Untersuchungen der höheren Mechanik ge- 
■Vidmet. Für die Vorträge des eraten Cursus diente biaher des 
Verfasaera „Lehrbuch der technischen Mechanik" als Grundlage. 
Das „Lehrbuch der höheren Mechanik", von welchem der erste 
Theil unter dem Titel: „Lehrbuch der analytischen Mechanik" 
hiermit erscheint, wird in gleicher Weise das Vortragsgebiet des 
ireiten Cursus behandeln und wird, das eben genannte elemen- 
Lehrbuch ergänzend, vorzugsweise diejenigen Abschnitte der 
ifechanik berücksichtigen, welche wegen vorauszuaetzender Vor- 
intnisse aus der höheren Mathematik von dem Gebiete der 
Elementaren Mechanik ausgeschlossen werden mussten. 

Das „Lehrbuch der analytischen Mechanik" enthält diejenigen 

^Vorwiegend theoretischen Untersuchungen, welche nach den Er- 

|bhrangen des Verfassers vorzugsweise geeignet erschienen, den 

tudirenden Techniker mit den Anwendungen der höheren Mathe- 

latik vertraut zu machen, ihm einen Ueberblick über das ganze 

Gebiet der theoretischen Mechanik zu geben, insbesondere das 

BiLOchwichtige Veratändniss der allgemeinen Principien der Mechanik 

1 zu eröffnen. Es enthält etwa das Minimum dessen, was nach 

^Ansicht des Verfassers jeder wissenachaftlich gebildete Techniker 

■tob der analytischen Mechanik wissen sollte. Das Streben des 

liYerfassers war weniger darauf gerichtet, die Wissenschaft durch 

Eseue Untersuchungen zu bereichern, als vielmehr: in zweckmässiger 

Auswahl, übersichtlicher Anordnung des Lehrstoffs und klarer Dar- 

dlun? dfflselben denjenigen Anforderungen zu genügen, welche 
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Vorrede. 



an ein speclell fär studirende Techniker bestimmtes Lehrbuch ge- 
stellt werden können. 

Der demnächet erscheinende zweite Theil wird unter dem 
Titel: „Lehrbuch der Ingenieur-Mechanik" in der Stärke von etwa 
dreissig Druckbogen eine Auswahl derjenigen Untersuchungen ent- 
halten, deren Besultate bei den Pach3tudien der Ingenieur-Wissen- 
schaften zur Anwendung kommen. 

Aachen, den 22, Februar 1873. 

A. Ritter. 
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Vorrede zur zweiten Auflage. 



Im dritten Kapitel sind die beiden Paragraphen 11 und 12 
neu hinzugekommen, enthaltend die Ableitung der Gleichungen 
des Beschteunigungscentrums und der beiden Bresse'schen Kreise. 

Am Schlüsse des neunten Kapitels ist der § 54 hinzugefügt, 
enthaltend die Theorie der Bewegung eines materiellen Punktes 
längs der Sehne einer homogenen Kugel. 

Im zehnten Kapitel ist die Theorie der relativen Bewegung 
eines materiellen Punktes in Bezug auf die rotirende Erdkugel 
neu bearbeitet und erweitert worden. 

Im ±Vnschlusse an die Theorie der Kräfte- Functionen ist in 
§ 76 das Potential einer homogenen Kugel berechnet worden. 

Im zwiüllten Kapitel ist der § 82 neu hinzugekommen, ent- 
haltend die Anwendung der für die Bewegung einer geradlinigen 
Kette von materiellen Punkten gefundenen Gleichungen auf die 
kinetische Theorie der Gase. 

Abgesehen von einigen unwesentlichen Aenderungen und Zu- 
sätzen ist im üebrigen die neue Auflage ein unveränderter Abdruck 
der ersten Auflage. 

Aachen, den 3. Juli 1883. 

A. Ritter. 



Vorrede zur dritten Auflage. 



Die im drittea Capitel der vorigen Auflage neu liinzugekom- 
Ptnenen Paragraphen 11 und 12, enthaltend die Theorie dea Be- 
eebleuoigungsceQtnims und der Brease'schen Kreiae, wurden in der 
neuen Auflage an den Schluss des vierten Capitels verlegt, da es 
■wünachenawerth erschien die erst in diesem letzteren Capitel ent- 
wickelten Prinzipien der Zusammensetzung und Zerlegung der Be- 
wegungen des geometrischen Körpers dabei als Grundlage benutzen 
zu können. 

Neu hinzugekommen sind in dieser Auflage: die Theorie des 
„ Hodographen " (§ 8, § 44), Bewegung auf schiefer Ebene mit Luft- 
widerstand (§58), Relative Bewegung des geradlinig schwingenden 
Punktes in Bezug auf eine rotirende Scheibe (§ 68) , Theorie der 
Verfolgungakurve {§ 70, § 71), Stoss einer Masse gegen eine ruhende 
Xette (§88), ausserdem viel&iche Einschaltungen nebst 31 neuen 
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Druckfehler. 

Auf Seite 93, Zeile 7 Ton unten muss im letzten Gliede der Gleiehung 

statt e~ * gesetzt werden: e^ '. 

Auf Seite 116 muss in Zeile 3 von unten statt p^ gesetzt werden: po. 

Auf Seite 118, Zeile 14 von oben, muss statt /= ^.adQ gesetzt werden: 
/•=A.rdö. 

Auf Seite 123, Zeile 12 von unten, muss statt ru* gesetzt werden: rcd'. 

Auf Seite 123, Zeile 10 von unten, muss statt ru* gesetzt werden: rcd'. 

Auf Seite 141, Zeile 10 von oben, muss im letzten Gliede der Gleichung 
=0 e = o 

statt I gesetzt werden: 

e=a e=a 

Auf Seite 147 muss im letzten Gliede der Gleichung 18) statt ^^^ 
gesetzt werden: ^ 



z*tga 



Z*tgOL 

Auf Seite 171 muss in Gleichung 4) statt cos 5 gesetzt werden: sind. 

Auf Seite 184 muss in Gleichung 8) statt -^ gesetzt werden : -zrj- • 
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ERSTER ABSfcHNITI. 

Geometrische Bewegnngslelire. 



Cäpitel I. 
Geradlinige Bewegung des geometi'isehen Punlites. 

§ 1- 

Geschwind! gheiL 

Die Bewegung des Punktes wird eiue gleichförmige genannt, 
wenu derselbe in je zwei gleichen Zeittheilen gleiche Wegeaiangen 
zurücklegt. Bei einer solchen gleichförmigen Bewegung legt dem- 
nach der Punkt auch in jeder Zeiteinheit eine gleich grosse Weges- 
länge zurück. Diese in jeder Zeiteinheit zurückgelegte Wegeslänge 
wird die Geschwindigkeit der gleichförinigen Bewegung genanDt. 
Man findet die Geschwindigkeit c, indem man die während der 
ganzen Dauer ( durchlaufene Wegealänge s in ( gleiche Theile zer- 
legt, also ans der Gleichnng: 



i) 



t 



Die Bewegung des Punktes wird eine ungleichförmige ge- 
nannt, wenn dieselbe in keinem ihrer Theile gleichförmig ist. 

Die oben gegebene Erklärung des Begriffs ,, Geschwindigkeit" 
passte nur für die gleichförmige Bewegung. Es handelt sich 
nun darum, jenen Begriff zu erweitern und denselben so zu defi- 
niren, dass die Erklärung für eine beliebige ungleichförmige Be- 
wegung passt. 

um diese Uebertragung des Begriffs Geschwindigkeit auf 
die ungleichförmige Bewegung zu vermitteln und die Erklärung 
desselben zurückzuführen auf die oben bereits in Bezug auf die 
gleichförmige Bewegung gegebene Erklärung: dazu kann man 
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sich mit Vortheil des Begriffs der durchschnittlichen oder mitt- 
leren Geschwindigkeit bedienen. 

Die durchschnittliche oder mittlere Geschwindigkeit des 
ungleichförmig sich bewegenden Punktes ist diejenige Geschwindig- 
keit, welche ein gleichförmig sich bewegender Punkt haben müsste, 
um eben dieselbe Wegeslänge in eben derselben Zeit zurückzulegen, 
wie der ungleichförmig sich bewegende Punkt. 

Es folgt aus dieser Erklärung zunächst, dass es zulässig ist, 
die obige Gleichung 1) auch auf jede beliebige nicht gleichförmige 
Bewegung anzuwenden — in solchen Fällen nämlich, wo es sich 
lediglich um die Bestimmung der mittleren Geschwindigkeit der- 
selben handelt. Wenn mit t die ganze Dauer einer beliebigen Be- 
wegung und mit s die ganze zurückgelegte Wegeslänge bezeichnet 
wird, so ist 5 

die durchschnittliche oder mittlere Geschwindigkeit dieser Be- 
wegung. 

Wenn z. B. ein von Europa nach Amerika segelndes Schiff in 25 Tagen 
die Strecke von 1000 Meilen zurücklegte, so kann man sagen: die durch- 
schnittliche oder mittlere Geschwindigkeit des Schiffs war = 40 Meilen 

pro Tag, und ist es dahei im Uehrigen gleichgültig, in welcher Weise Wind- 
stille und Sturm, langsame und rasche Fahrt während der Eeise mit einander 
gewechselt hahen. 

Wenn ein Eisenhahnzug die Strecke von 72000 Metern in zwei Stunden 
oder 7 200 Secunden zurücklegte, so war während dieser Zeit seine mittlere 

72000 
Geschwindigkeit —»-^^tt =10 Meter pro Secunde — wie auch immer rasche 

Fahrt auf den Zwischenstrecken und Stillstand an den Zwischenstationen wäh- 
rend jener zwei Stunden auf einander gefolgt sind. 

Der Begriff der mittleren oder durchschnittlichen Geschwindig- 
keit hat nur dann eine bestimmte Bedeutung, wenn ein ganz be- 
stimmter Zeitraum angegeben wird, auf welchen derselbe sich be- 
ziehen soll. Man wird bei der ungleichförmigen Bewegung im 
Allgemeinen zu ganz verschiedenen Werthen gelangen, je nachdem 
man entweder für die ganze Dauer der Bewegung oder nur für den 
einen oder andern Theil derselben die mittlere Geschwindigkeit be- 
rechnet. 

Wenn mit s die Grösse bezeichnet wird, welche die zurückge- 
legte Wegeslänge nach Ablauf der Zeit t erreicht hat, und mit M 
die Wegeslänge, welche der Punkt in dem hierauf folgenden Zeit- 
abschnitt A^ durchläuft, so bildet der obigen Erklärung gemäss der 



Quotient — die durehschDittUcIje oder mittlere Geschwindigkeit 

während jeoes bestimmten Zeitabschnitts iit. Je nach der Grjjsse, 
welche man diesem Zeitabschnitte A( beilegt, wird man fär die 
durch jenen Quotienten dargestellte mittlere Geschwindigkeit wäh- 
rend dieses Zeitraumes andere und andere Werthe erhalten. 

Diese Veränderiicbkeit des Quotienten — ist jedoch nach einer 

Richtung hin eine bestimmt begrenzte. Denkt man sich nämlich 
den Endpunkt jenes Zeitabschnitts A^ dem unverrückt bleibenden 
Anfangspunkte immer näher rückend ■ — also den Zeitabschnitt a( 
selbst immer kleiner werdend dem Grenzwerthe Null immermehr 

sich nähernd — so ergiebt sich für den Quotienten — -, welcher 

fortwährend seine Bedeutung als mittlere Geschwindigkeit beibehält, 
ebenfalls eine Annäherung an einen bestimmten Grenzwerth, wel- 
cher nach der Bezeichnungsweise der Differenzialrechnung mit dem 
Zeichen : 



lim 



" dt 



zu bezeichnen sein würde, und dieser Grenzwerth ist es, welchen 
man die wirkliche Geschwindigkeit der ungleichförmigen Be- 
wegung nennt für jenen Zeitpunkt, nämlich für den Endpunkt des 
Zeitraumes f. 

Mau kann daher den Begriff der Geschwindigkeit für einen 
bestimmten Zeitpunkt der ungleichförmigen Bewegung definiren als 
mittlere Geschwindigkeit während des nächstfolgenden unendlich 
kleinen Zeittheils der Bewegung — wobei der Ausdruck „unendlich 
klein" in dem Sinne der Differenzialrechnung zu nehmen ist und 
nur eine Abkürzungsform bildet für die oben gegebene nmständ- 
licbere Erklär ungs weise. 

Die Bewegung eines Punktes kann aufgefasst werden als 
Wachsen der von demselben zurückgelegten Wegeslänge, und die 
Geschwindigkeit der Bewegung als Geschwindigkeit des Wachsens 
der veränderlichen Grösse s. In diesem Sinne kann die Geschwin- 
digkeit auch definirt werden als diejenige Grösse, um welche die 
zurückgelegte Wegeslänge in der nächstfolgenden Zeiteinheit wachsen 
würde, wenn während derselben das Wachsen gleichpirmig erfolgte. 
Wenn das Gesetz des allmählichen Wachsens der Wegeslänge be- 
kannt ist, d. h. wenn die Form der Function: 
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gegeben ist, so kann nach den Regeln der Differenzialrechnung die 
Geschwindigkeit v bereclinet werden aus der Gleichung: 



_ö:s_ 



<lf{t) 



-'/ (0. 



Wäre z 



. B. daa Gesetz der ßewi'gong dargestellt durch den Auadruck; 

so würde man für die GL'schmindigkeit r die (jliiichung i.'rhaltr.>n : 

aus welcher luan iür jeden Werth von ( dec ungehörigen Werth von u be- 
rechnen konn. 

Nach der hier gegebenen DeSnition kann man ohne Bedenken 
den Begriff „Geschwindigkeit" auch übertragen auf andere Grössen, 
welche mit der Zeit t sieh ändern. Wenn u irgend eine beliebige 
Grösse ist, welche mit der Zeit t stetig sich ändert, so kann mao ' 
dieselbe Reibe von Betrachtungen auf das Gesetz des Wachsens 
dieser Grösse w anwenden und gelangt auf demselben Wege schliess- 
lich zu dem Differenzial- Quotienten -r- als dem Ausdrucke für die 
Geschwindigkeit dieses Wachsens. 

So z. B. kann die liede sein von der Ge schwind ig'keit, mit weli'her die 
Temperatur eines Körpers zanimmt, oder von der Geschwindigkeit, mit welcher 
der von einein um. feste Drehachse sich drehenden Edrpcr heBchriebene Winkel 
wächst. Wenn für letzteren Fall allgemein mit a der Winkel bezeichnet wird, 
um welchen, der Körper während der Zeit ; sich gedreht hatte, ao ist 
da. 



dt 



r dif sogenannte Winkel goaoh win- 



dle Geschwindigkeit den Wachsens td 
digkeit (oder Dreh gesch windigkeit). 

Je nachdem die veränderliche Grösse im Wachsen oder Ab- 
nehmen begriffen ist, wird für die Geschwindigkeit ein positiver 
oder negativer Werth sich ergeben. 

Su z. B. würde bei einoin allmählich sieh abkühlenden Körper die G«- 
schmindi gleit der Temperatur-Zunahme einen negativen Werth haben. Ebenaa 
würde bei einem in tückliiuäger Bewegung begriffeneu Punkte für die Ge- 
schwindigkeit der Vorwärtsbewegung ein negativer Werth sich ergeben. 



Beschleunigung. 
Bei der gleichförmigen Bewegung ist die Geschwindigkeit eine 
constante Grösse, bei der ungleichförmigen ist sie in stetiger Äen- 
derung begriffen. 



Besi'hleiiliig'ung. 

Da bei ungleichPSrniiger Bewegung die Geschwindigkeit i' d 
nach eine Grösse ist, welche als Function von / mit der Zeit stetig 
sich ändert, so kana das am Schlüsse des vorigen Paragraphen er- 
klärte Verfahren der Uebertragung des Geschwinjigkeitsbegriffs auf 
beliebige andere der Zeit nach veränderliche Grössen auch auf die 
Geschwindigkeit selbst angewendet werden. Es kann die Rede 
sein von der Geschwindigkeit, mit welcher in einem bestimraten 
Zeitpunkte das Wachsen der Geschwindigkeit selbst erfolgt, und 
würde darunter nach obiger Erklärung die Grösse zu verstehen 
spin, um welche die Geschwindigkeit in der nächstfolgenden Zeit- 
einheit zunehmen würde, wenn das Wachsen derselben gleichfarmig 
erfolgte. 

Diese Geschwindigkeit des Wachsens der Geschwindigkeit wird 
die Beschleunigung der Bewegung genannt. 

Kiernach kann man, wenn die Geschwindigkeit jj als Function 
der Zeit / gegeben ist, die Beschleunigung p berechnen aus der 
Gleichung: 

./(' 

welche nach Substitution des aus Gleichung 2j für f zu entnehmen- 
den Werthes die Form annimmt: 



<5) 



Die Beschleunigung wird also durch den zweiten Differenzial- 
Quotienten des Weges (nach der Zeit genommen) dargestellt. 

Setzt man viiv bei dem im vorigen Paragrnplien gewühlten BeinjiSde: 

I erhält JTinn l'iir dio Besclileunigung ilen Wert: 

Die Beschleunigung ist im Allgemeinen eine der Zeit nach ver- 
iderliche Grösse. In dem speciellen Falle, wenn die Beschleuni- 
; eine constaote Grösse behält, oder das Wachsen der Geschwia- 
feeit gleichförmig erfolgt, wird die Bewegung eine gleich- 
■mig beschleunigte genannt. Für diesen speciellen Fall — 
^r auch nur für diesen — würde die Beschleunigung definirt 
I können als diejenige Grösse, um welche die Geschwindigkeit 
Fjeder Zeiteinheit wirklieh zunimmt. 

Als ein specieller FhH der gleitlifonnig beaiililaunigten Bewegung iann 
I gswiMom Sinne die glcicbfOrmige Beweg'ung' selbst betrachtet werden. 
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insofern bei derselben die Beschleunigung den constanten Werth Null hat — 
sowie als specieller Fall der gleichförmigen Bewegung wiederum der Euhe- 
zustand betrachtet werden kann, insofern bei demselben die Geschwindigkeit 
den constanten Werth Null hat. 

Die Bewegung wird eine ungleichförmig beschleunigte 
genannt, wenn dieselbe in keinem ihrer Theile gleichförmig be- 
schleunigt ist, d. h. wenn die Beschleunigung eine Grösse bildet, 
welche mit der Zeit fortwährend sich ändert. 

Wie der Begriff „Geschwindigkeit", so kann nunmehr auch 
der Begriff „Beschleunigung" übertragen werden auf jede beliebige 
andere Grösse u, welche mit der Zeit t stetig wächst. Es kann 
auch von der Beschleunigung dieses Wachsens in einem be- 
stimmten Zeitpunkte die Bede sein, und dieselbe durch den Aus- 
druck -r-y dargestellt werden. 

Auf diese Weise würde man sich z. B. eine bestimmte Vorstellung bilden 

können von der Beschleunigung, mit welcher die Temperatur eines Körpers 

zunimmt, oder von der Beschleunigung, mit welcher ein Körper um eine feste 

Drehachse sich dreht. Wenn mit a der nach Ablauf der Zeit t von dem 

Körper zurückgelegte Winkel bezeichnet wird, so ist die Beschleunigung des 

Wachsens dieses Winkels, oder die sogenannte „Winkelbeschleunigung" e zu 

bestimmen aus der Gleichung: 

_ d^(x. 

Man könnte dieses Verfahren der Uebertragung der Begriffe 
„Geschwindigkeit" und „Beschleunigung" auf andere der Zeit nach 
veränderliche Grössen noch weiter durchführen und dasselbe z. B. 
auf die Beschleunigungsgrösse selbst wiederum anwenden. Die Ge- 
schwindigkeit des Wachsens der Beschleunigung p würde durch den 

Ausdruck : 

dp d^s 

~dt~~di^' 
und die Beschleunigung dieses Wachsens durch den Ausdruck: 

d^p d^s 

'di^~~dF 
darzustellen sein u. s. w. Indessen hat sich in der Mechanik bis- 
her die Nothwendigkeit nicht herausgestellt, für solche Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen höherer Ordnung besondere Benennungen 
einzuführen. 

dj) 
Bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung ist -^ = 0, oder die 

Beschleunigung p eine constante Grösse. Durch zweimalige Integration der 
Gleichung: 
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df ~'' 
icbwimligkeit und Weg in diesem Falle die I i laich ud gen: 

" = Ti" ='" + '"■ 



^^;-+.,(+. 






Capitei. II. 
Krnminliuige Bewegnn«; des geometrischen Punktes. 

§ 3. 

Projection der Bewegungen. 

Bei dei' geradlinigen Bewegung des Punktes genügte es, die 

beiden Begriffe „Geschwindigkeit" und „Beschleunigung" der Grösse 

nach zu definiren. Dei der krummlinigen liewegung dagegen 

hat man, um eine erschöpfende Definition jener beiden Begriffe zu 

gebsD, auch die Kichtung der Geschwindigkeit, und die Richtung 

der Beschleunigung ins Äuge zu fassen. Es handelt sich darum, 

■ genau zu definiren: was man darunter zu verstehen hat, wenn von 

Grösse und Richtung der Geschwindigkeit, oder wenn von Grösse 

«nd Eicbtung der Beschleunigung in einem bestimmten Äugen- 

' blicke die Hede ist. 

Bei der krummlinigen Bewegung ist die Bewegungsrichtung 
in stetiger Äendernng begriffen. Wenn von der Richtung die Rede 
■ ^ ißt, in welcljer der Punkt in einem bestimmten Zeitpunkte sich be- 
^k wegt, so ist darunter die Richtung der Tangente an dem betreffen- 
^t den Punkte der Bahnlinie zu verstehen. Diese Tangentenrichtung 
^plst zugleich als Richtung der augenblicklichen Geschwindigkeit auf- 
^KKDfassen, insofern sie die Bahnlinie für die nächstfolgende Zeitein- 
^■Jieit bilden würde, wenn die Richtungsänderung in jenem Zeitpunkte 
^Kknlhörte. Bei beliebiger krummliniger Bewegung des Punktes ist 
^■'daher sowohl die Richtung als die Grösse der Geschwindigkeit 
^f in beständiger Äenderung begriffen. 

Wie die Form und das Krümm ungsgesetz einer krummen Linie 
erkannt werden kann aus den Projectionen derselben auf feste 



^ 



■-gen 
BGr 
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Projectionsebetten, so kann man für das Gesetz der krummlinigen 
Bewegung zu mathematischen Ausdrücken gelangen und die Theorie 
derselben zurückfuhren auf die Lehre von der geradlinigen Bewe- 
gung, indem man die Projectionen der Bewegung auf feste 
Coordinaten-Ebenen und -Achsen zu Hülfe nimmt. 

Denkt man sich von jedem der aufeinander folgenden Punkte 
der Bahnlinie, welche der Punkt im Räume beschreibt, ein Perpen- 
dikel auf eine feste Ebene gefällt, so ergiebt sich, dass der Fiiss- 
punkt dieses Perpendikels in der Ebene gleichzeitig ebenfalls eine 
Bahnlinie beschreibt, deren einzelne Abschnitte die Projectionen der 
correspondirenden Abschnitte der Bahnlinie im Räume bilden. Zwi- 
schen den Bewegungen der beiden Punkte findet eine Beziehung 
statt, welche sich ausdrücken lässt durch den Satz: 

Die Geschwindigkeit der Projection ist gleich der Pro- 
jection der Geschwindigkeit. 

Um sich von der Richtigkeit dieses Satzes zu überzeugen, 
hat man zunächst ein unendlich kleines Stück PQ der Bahnlinie 

im Räume zu vergleichen 
^^* • mit seiner Projection MN 

auf der Projectionsebene 
(Fig. 1). Je kleiner dieses 
Stück gedacht - wird, um 
so mehr ist es zulässig, 
dasselbe als geradlinig und 
mit der Tangentenrichtung 
des Anfangspunktes zu- 
sammenfallend zu behan- 
deln. Wenn also mit a der 
Winkel bezeichnet wird, 
welchen die Tangenten- 
richtung im Punkte P 
mit der Projectionsebene 
(oder mit der Tangentenrichtung im Punkte M) einschliesst, 
so ergiebt sich die Gleichung: 

de 

= cos OL. 

ds 

welche ihre Gültigkeit behält, wenn auf der linken Seite Zähler 
und Nenner durch den zugehörigen unendlich kleinen Zeitabschnitt 
dt dividirt werden, und alsdann die Form annimmt: 
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1) 



de 
~dt 
ds 
~dt 



de ds 



= cos OL oder -^rr = 



dt 



dt 



cos a. 



ds 



In dieser Gleichung bedeutet -*" die Geschwindigkeit des Punk- 

im Räume, und -^ die Geschwindigkeit der Projection. Es ist 

dt 

also der oben aufgestellte Satz in derselben ausgedrückt. Denkt 

ds 
man sich nämlich die Geschwindigkeit — auf der Tangentenrich- 

tuDg abgetragen durch die Linie PE dargestellt, und in gleicher 

Weise die Geschwindigkeit — ~ durch die Linie ML, so ergiebt 

sich, dass letztere die Projection der ersteren bildet. 

Genau dieselbe Betrachtungsweise angewendet auf den Fall, in 
welchem die Bewegung des Punktes — statt auf eine Ebene — 
auf eine feste gerade Linie projicirt gedacht wird, fuhrt zu dem 
Besultate: dass der obige Satz auch für diesen Fall gültig ist. 

Denkt man sich die Bewegung des Punktes im Räume auf 

drei rechtwinkelig zu einander 



Fig. 2. 




gerichtete Coordinaten - Achsen 
gleichzeitig projicirt, so ergeben 
sich nach Fig. 2 die Glei- 
chungen : 

dx ds 

cos a. 



2) iT = 



3) 



4) 



dt 


dt 


dtj 


ds 


dt 


dt 


dz 


ds 



cos ß. 



cos Y. 



dt dt 

Durch Addition der Quadrate dieser Gleichungen erhält man ferner 
öiö Beziehung: 

Diese Gleichungen zeigen, dass die Geschwindigkeit v der' Grösse 
lind Richtung nach durch die Diagonale eines Parallelepipedons dar- 
gestellt werden kann, dessen Kanten der Grösse und Richtung nach 
<lurch die Geschwindigkeiten v^,, v^, t\ gebildet werden. 
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Zutammenssliung und Zerlegung der Setchwlndlgkeilen. 
Die Grösse x bildet den Abstand des bewegten Punktes von 
der Ebene AYZ für den Endpunkt der Zeit t. Es kann also nach 
der im § ] gegebenen Erklärung die Grösse - - auch aufgefassb 
werden als die Geschwindigkeit des Wachsens dieses Ab- 
atardes oder als die Geschwindigkeit, mit welcher der im Kaume 
sich bewegende Punkt von der Ebene AYZ sich entfernt. Äaf 



dif d. 



fit' dt 



-.- gedeutet werden. 



analoge Weise können die Ausdrücke 

Man kann daber die Bewegung des Punktes im Räume auch bo 
auffassen, als ob derselbe gleichzeitig von jeder der drei Coordi- 
nateti-Ebenen sich entfernte, oder als ob derselbe gleichzeitig drü 
geradlinige Bewegungen in den Richtungen der drei Coordinaten- 
Achsen ausführte. 

Man gelangt in der That genau zu demselben Resultate, wenn 
man die Bewegung des Punktes im Räume so auffasst, als ob der- 
selbe längst der Linie JXsich bewegt, während diese Linie parallel 
zu ihrer Anfangslage bleibend in der Richtung AY sich bewegt, 
und die ganze Ebene AXY zugleich stets parallel zu ihrer An- 
fangslage bleibend in der Richtung AZ sich bewegt — wobei man 
statt von der Achse AX auch von einer der beiden anderen Achsen 
ausgehen und die Heihenfotge der drei Bewegungen überhaupt be- 
liebig vertauschen kann. In diesem Sinne pflegt man jene drei 
einzelnen Bewegungen auch wohl die drei Seiten bewegungeo 
des Punktes zu nennen und die wirkliche Bewegung desselben im 
Räume — insofern sie aus der Zusammensetzung jener drei Seiten- 
bewegungen resultirt — die resultirende Bewegung. 

Es ergiebt sich hieraus, dass man die Geschwindigkeit der 
resultirenden Bewegung oder die resultirende Geschwindigkeit 
ihrer Grösse und Richtung nach darstellen kann, indem man die 
Diagonale des aus den drei Seitengeschwindigkeiten gebildeten 
Parallelepipedons construirt, oder indem man die drei geradlinigen 
Stücke, welche nach Grösse und Richtung die Seitengeschwindig- 
keiten darstellen, in beliebiger Reihenfolge aneinander fügt und den 
Endpunkt des letzten mit dem Anfangspunkt des ersten durch eine 
gerade Linie verbindet. 

Dieses Verfahren des Aufsuehens der resultirenden Geschwin- 
digkeit lässt sich auch auf den Fall noch anwenden, wo der Punkt 
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mehr als drei Geschwindigkeiten besitzt. Wenn ein Punkt gleich- 
zeitig beliebig viele geradlinige oder krummlinige Bewegungen aus- 
fährt, so kann man, indena man den Durcbschnittspunkt der drei 
Coordinaten-Achsen in den Anfangspunkt der ßewegang verlegt, 
die ganze in der Richtung ^lA" zurückgelegte Wegeslänge x als 
zusammengesetzt betrachten aus den Beiträgen .r,, x^, ... :x,, 
irelcbe Ton den einzelnen Bewegungen dazu geliefert werden. Wenn 
iD alsdann von dem Ausdrucke: 



= a:, + 3rj -j- , , , :r„ 



den Differenzial- Quotienten bildet, so erhält man für die Ge- 
schwindigkeit des Punktes in der Richtung der Achse AX den 
tWerth: 

■r dx d^i dxg dx„ 

P di'~lÜ'^~dt^ df 

Die analogen Gleichungen ergeben sich für die anderen beiden 
Ächsenriebtungen. Die Gleichung 5) des vorigen Paragraphen gilt 
daher auch für die Resultirende beliebig vieler Geschwindigkeiten, 
sobald man unter jeder von den drei Grössen v^, i\, v, resp. die- 
Snmme der Seitergeschwindigkeiten in der betreffenden Achsen- 
richtung versteht. Diese Resultirende kann man darstellen, indem 
man die Diagonale eines aus den drei Seitengeschwindigteits- 
summen gebildeten Parallelepipedoos construlrt, oder, indem man 
wie oben die drei geradlinigen Stücke, welche nach Grösse und 
Richtung diese Seitengeschwindigkeitssummen darstellen, in be- 
liebiger Reihenfolge an einander fügt und den Endpunkt des 
1 .letzten mit dem Anfangspunkte des ersten verbindet. Was das 
letztere Verfahren betrifft, so überzeugt man sich leicht, dass" man 
zu dem gleichen Resultate ge- 
'^' ^ langen würde, wenn man un- 

mittelbar die Geschwindigkeiten 
jener n einzelnen Bewegungea 
selbst als geradlinige Stücke in 
beliebiger Reihenfolge an ein- 
ander fügte und von der auf 
solche Weise gebildeten gebro- 
chenen Linie den Endpunkt B 
mit dem Anfangspunkte A durch 
S^e gerade Linie verbände, welche die Schlusslinie des entstandenen 
if olygoQS bildet (Fig. 3J. 
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Je nachdem man den hier gefundenen Satz in der ersteren 
oder in der letzteren Form aDwendet, kann man denselhen das 
Parallelepipedon der Geschwindigkeiten oder das Polygon der 
Geschwindigkeiten nennen. 

Durch die Umkehrung dieses Satzes erhält man das Verfahren, 
welches bei der Zerlegung der Geschwindigkeiten anzuwenden ist. 
Wenn die Geschwindigkeit v gegeben ist, so kann man den An- 
fangspunkt der dieselbe nach Grösse und Richtung repräsentirenden. 
Linie mit dem Endpunkte derselben durch eine beliebige aus gerad- 
linigen Stucken zusammengesetzte gebrochene Linie verbinden, und 
die Bewegung des Punktes so auffassen, als ob derselbe gleich- 
zeitig alle die Geschwindigkeiten beaässe, welche durch die einzel — 
nen Stücke jener gebrochenen Linie nach Grösse und Eichtiing dar- 
gestellt Bind. 

Anstatt rechtwinklige Coordinaten anzuwenden, kann man aucl> 
Polar- Coordinaten wählen und die Bewegung des Punktes so auf- 
fassen, als ob derselbe längs der Linie AP sich bewegt, wäh- 
rend dieselbe in der Ebene AMO mit der Winkelgeschwindigkeit 

—r- um den Punkt A sich dreht, 

4t 

und diese Ebene selbst zugleich 

mit der Winkelgeschwindigkeit 

I Achse A sich 



Kg. 4. 




~^^*-~~~^i" / 




- 


^^^■^^-^^^^-^ ' 


/ 



de 

dt 



dp 
''~d~t' 



dreht (Fig. 4). Für die drei 
rechtwinklig zu einander ge- 
richteten Seitengeschwindigkei- 
ten ergeben sich dann die Glei- 
chungen: 
de dt 



dt ' 



dt 



§5. 

Zusammensetzung und Zerlegung der Beschleunigungen. 

In dem Augenblicke, wo der bewegte Punkt die Coordinaten 

, , , , d^x d*M d*z 
, )/, z hat, sind: --"- 



dt^ 



dt" 



dt^ 



i Beschleunigungen des 
Wachsens dieser Grössen. Nach § 2 kann die Beschleunigung 
definirt werden als durchschnittliche Geschwindigkeitszunahme pro 
Zeiteinheit während des nächstfolgenden unendlich kleinen Zeittheil- 
chens. Jede der obigen drei Beschleunigungen kann daher als eine 



Zusammensetzung und Zerlegung der Beschleunigungen. 



la 



in der betreffenden Ächsenrichtung neu hinzukommende Geschwin- 
digkeit aufgefasst werden. Die Resultirende dieser drei Beschleu- 
nigungen kann also nach denselben Regeln bestimmt werden, wie 
die Besultirende von drei rechtwinklig zu einander gerichteten Ge- 
schwindigkeiten. Der im vorigen Paragraphen gefundene Satz 
bleibt daher auch dann noch gültig, wenn man das Wort „Geschwin- 
digkeit" mit dem Worte „Beschleunigung" vertauscht. 

Die Beschleunigung eines beliebig viele Bewegungen gleich- 
zeitig ausführenden Punktes kann dargestellt werden durch die^ 
Diagonale eines aus den für die drei Achsenrichtungen sich erge- 
benden Beschleunigungssummen: 



d^x d^x^ d^x. 



d'y 
dt^ 



dt^ ^ 
~ dt^ "^ 






dt^ 

d% 
dt^ 

d^z^ 



+ 



+ 



dt 



dt 



dt 



gebildeten Parallelepipedons , oder durch die Schlussseite eines aus^ 
den einzelnen Beschleunigungen selbst gebildeten Polygons. Um- 
gekehrt: kann die durch die Schlussseite gegebene Beschleunigung 
zerlegt werden in die durch die übrigen Seiten des Polygons reprä- 
sentirten Einzelbeschleunigungen. 

Für die Coordinaten des Punktes P 
der Kreislinie ergeben sich aus Fig. 5 die 
Gleichungen : 

x-^a-\-r cos a, y = & + ^' sin a. 
Denkt man sich den Punkt die Kreislinie 
mit der constanten Geschwindigkeit c 
durchlaufend, so erhält man für die Ge- 
schwindigkeiten in den Achsenrichtungen 
die Ausdrücke: 



Fig. 5. 




dx 



= — r sm a 



doL' dl/ doL 

--=rcosa-r- 

dt dt 



r.cos« 



dt dt 

Betrachtet man den Punkt Ä als 
fangspunkt der Bewegung, so ist: 

dcL 
dt 



Au- 






ra =c^, folglich r 
Nach Substitution dieses Werthes nehmen die Gleichungen die Formen an: 



dx 
~di 



= — c sin a , 



dy 

— ^ = c cos a, 
dt 



in welchen sie den in § 3 gefundenen Satz ausdrücken: „Die Geschwindigkeit 
der Projection ist gleich der Projection der Geschwindigkeit." 
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Für die Beschleunigungen in den beiden Achsenrichtungen ergeben sicli. 
■die Ausdrücke: 

d'^x doL d^y . doL 

-^— ^ = — c cos a -,— , — r4- = — c sm a — — • 

dt^ dt * dt^ dt 

Nach Substitution des Werthes —z— =■ — (der nach § 1 die Grösse der Winkel— 

dt r 

-gesch windigkeit darstellt, mit welcher der Radius MP sich dreht) nehmexx 
"diese Gleichungen die Formen an: 

d^x c' d'y c' . 

_ = __C08a, ^^ = — -sma, 

und zeigen, dass die resultirende Beschleunigung: 

■die constante Grösse hat, sowie, dass dieselbe stets nach dem Mittel— 

r 

punkte M des Kreises gerichtet ist. 



§ 6. 

Centripetal-Beschleunigung und Tangential-Beschleunigung. 

Es zeigte sich schon bei dem in Fig. 5 dargestellten Falle, 
-dass bei der krummlinigen Bewegung der Begriff „Beschleunigung^* 
sowohl die Grössen-Aenderung als auch die Richtungs-Aende- 
rung der Geschwindigkeit einschliesst; denn obwohl angenommen 
wurde, dass der Punkt mit constanter Geschwindigkeit längs der 
Kreislinie sich bewegte, so ergaben sich doch für die Seitenbe- 
schleunigungen und für die resultirende Beschleunigung bestimmte 
von Null verschiedene Werthe. Also auch in solchen Fällen, wo 
nur die Richtung der Geschwindigkeit beständig sich ändert, hat 
man diese Aenderung als stetiges Hinzutreten von neuer Geschwin- 
digkeit, mithin als das Vorhandensein einer Beschleunigung aufzu- 
fassen. Die Beiträge, welche einerseits durch die Grössen-Aende- 
rung, andererseits durch die Richtungs- Aenderung der Geschwin- 
digkeit zu der Gesammtbeschleunigung geliefert werden, können 
auch jeder einzeln bestimmt werden, und die Art und Weise, wie 
aus diesen beiden die resultirende Beschleunigung sich zusammen- 
setzt, lässt sich auf folgende Weise ermitteln. 

Wenn man die Geschwindigkeit i?, welche der Punkt an der 
Stelle P nach Ablauf der Zeit t erreicht hat, vergleicht mit der 
Geschwindigkeit i? -|- At?, welche dem Zeitwerthe ^ + A^ und dem 
Orte Q entspricht, so ergiebt sich, dass die Grösse der Geschwin- 
digkeit während des Zeitabschnitts A^ allerdings um Ai; gewachsen 
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ist [Fig. 6). Da aber gleichzeitig die Richtung der Geschwindig- 
keit um den Winkel Aa sich geändert hat, so ist diese Grösse Ae 
die ganze während der Zeit ii neu hinzugekom- 
nieae Geschwindigkeit zu betrach- 
,,, ^^, ten ; sondern man hat vielmehr, 
lim dieselbe zu bestimmen, den 
im § 4 gefundenen Satz vom Po- 
Ijgon der Geschwindigkeiten an- 
zuwenden in der Weise: dass man 
untersucht , welche Geschwindig- 
keit zu der Geschwindigkeit « 
hinzugefügt werden musa, um die 
neue Geschwindigkeit v -\- Av nicht 
nur der Grösse, sondern auch 
der Richtung nach als Kesul- 
tirende hervorzubringen. Es ist 
zu diesem Zwecke nur nöthig, 
von einem beliebigen Punkte Ä 
aus die beiden Geschwindigkeiten 
D = J iJ und r + A y ^ ^ C nach 
Grösse und Richtung abzutragen und alsdann die Endpunkte durch 
eine gerade Linie ^C zu verbinden, welche die gesuchte Geachwin- 
Ji^keit'darstellt {Fig. 7). 

Diese während der Zeit Ai neu hinzugekommene Gesehwin- 
diffkflit BC kann man in die beiden rechtwinkelig zu einander ge- 
richteten Seitengescbwindigkeiten : 

£D = {v + Af) cos Aa — V, 

zerlegen, und es ergeben sich für die in diesen beiden Richtungen 
während der Zeit A( durchschnittlich pro Zeiteinheit neu 
hinzugekommenen Geschwindigkeiten die Werthe: 
BD _ (!? + A;>)co 3 Aa — fi 




CD 

4{ l 



(y-f Ai;)sin Aa 
A( 



welche nach § 2 die mittleren Beschleunigungen während 
des Zeitabschnitts Af bilden. Die Grenzwerths, welchen diese 
Grössen sich nähern in dem Maasse, wie Ai dem Werthe Null 
sich nähert, bilden die wirklichen BeschleuniguDgen in jenen 
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beiden Richtungen für den Endpunkt des Zeitraumes t. 
hält also für diese Beschleunigungen die Ausdrucke: 

i ii I ~ dt ' 

|(. + A«^sinA«l ^^ 
l if I rf( 

Die erstere fällt ihrer Richtung nach mit der Geschw 
keit V, also mit der Taogentenrichtung zusammen und wirc 
halb Tangential-Besehleunigung genannt. Die letzte 
rechtwinkelig zur Geschwindigkeit o gerichtet und liegt zugle 
der Krümmungsebene der Bahnlinie. Dieselbe ist also nacl 
Krümmungsmittelpunkte der Bahnlinie hin gerichtet und win 
halb Centripetal-Beschleunigung genannt. 

Das unendlich kleine Bogenstüek PQ 
kann als ein Kreishogen behandelt w 
dessen Halbmesser 01'^^ gleich dem] 
muugshalbmesser der Bahnlinie an dieser 
ist, und dessen Winkel gleich dem Winl 
ist, den die Tangentenriehtungen der Pui 
Q mit einander eiuschliessen (Fi 



Fig. 8. 




Hierin kann für 

gesetzt werden, e 
C 



entr 



Setzt man demgemäss i$da. = ds<i 
so wird: ^da.^j^i^ 

dt p dt 
- , als Geschwindigkeit der Bewegui^l 
ist also die 

tal-Beschleunigung = 



1 



eine Grösse, zn deren Bestimmung die Kenntniss der Göschn 
keit und des Krümmungshalbmessers ausreicht. 

Am Schlusae des § 4 wurden die Seitengesohwindigkeiten ii, v, 
reehnet für diejenigen drei rechtwinkelig zu einander stehenden Rieh 
welche ans dtr Anwendung des Pol arcuurdinaten- Systems sieh ergaben, 
den Erklätungen des § 2 würde den Piüereniiial-Qautientra dieser drei i 
allerdings die Bedeotnng von Beschleunignngea nach diesen drei Achs 

, tungen hin beiaulegen sein. Es dürfen jedoch die drei Beechleuni 
, -— , - teineswegs als die einzigen »orhandeoen Beachlennigan 

I gesehen werdeni denn diese Ausärücke stellen uar die den Groasen- 
rnngen jenur Geschwind igt eitcn entsprechenden Beschlennigungen da 

; ansaerdem auch noch Biohtnngs-Acnderungen dieser t.ieachwindigkeite 



I 



Tiilalljcscilleiiiiiguiig ilcr krimimlinigcn Bewi/gung. 
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ifem jenes Achse nsystem selbst in beEiändiger LagenreranderQng 
lie^TifFea ist, so würde msD za berücksichtigen haben, dasa solche Richtnngs- 
AeDdsriuigen ebenfalls sU Bescblennigungcii aufgefasst werden müssen, und 
duEs erjt nach HinzafQgung der diesen lÜchtangs-Aendernngen entsprechenden 
Centiipetal- BeBchlenni gongen die totale Bosch leunignng aus der Zusammen- 
ifltang aller dieaer Beachlennignngcn als Kesnltirende hervorgehen würde. 

^^B Totalb esc hieun ig ung der krummlinigen Bewegung. 

^^^ Die wirkliche oder totale Beschleunigung jnst als die Resul- 
tireade aus der Tangential- Beschteunigung und der Centripetal- 
Bfäcbleuniguug zu letracliteii. Sie wird gleich der Tangential- 
Beschleunigung, wenn die Richtung der Geschwindigkeit stets 
Äieselbe bleibt, d. h. bei der geradlinigen Bewegung. Sie fällt 
dagegen mit der Centripetal- Beschleunigung zusammen, wenn die 
QrSsse der Geschwindigkeit stets dieselbe bleibt, d. h. bei gleich- 
fflrniger Bewegutg längs krummlioiger Bahn, Es stellt daher die 
Tangential-Beschleunigung den Beitrag dar, welchen die Grössen- 
Aenderung der Geschwindigkeit zu der Tofal-Beschleunigung liefert, 
und die Centripetal-Beschleunigung den Beitrag, welchen die 
Kicbtungs-Äenderuug der Geschwindigkeit dazu liefert. 

Die während des Zeit- Abschnitts ät zu der vorhandenen neu 
biniukoniDiende Geschwindigkeit, welche in Fig. 7 durch das Stück 
£C dargestellt wurde, ist zu betrachten als eine allmählich ent- 
staDdene, d. h. als eine Geschwindigkeit, welche mit dem Anfangs- 
ifertheNuU beginnend, nach irgend einem Gesetze stetig an Grösse 
nid Sichtung sich ändernd während des Zeitabschnitts At übergeht 
iii den nach Grösse und Richtung bestimmten Endwerth BC. Wenn 
ii mit dt vertauscht wird, d. h. wenn man den Zeitabschnitt un- 
endlich klein annimmt, so ist es zulässig, die Richtung der neu ent- 
stellenden Geschwindigkeit während dieses unendlich kleinen Zeit- 
Ü^i^ilcbens als unveränderlich, und das Wachsen derselben als gleich- 
■jrmig zu betrachten. Man kann daher die während der Zeit dt 
WLficlieh ausgeführte Bewegung auffassen als zusammengesetzt aus 
einer gleichförmigen geradlinigen Bewegung und einer gleichförmig 
beselilevtnigten geradlinigen Bewegung, welche letztere die Anfangs- 
geschwindigkeit Null und die coustante Beschleunigung p hat. 

Wäre keine Geschwindigkeitsänderung erfolgt, so würde das in 
ilie Tangentenrichtung fallende Stück PM = v dt die zurückgelegte 
U'egeslänge bilden (Fig. 9). Da der Punkt Q der Endpunkt der 
wirklich ausgeführten Bewegung ist, so stellt die Verbind ungs- 
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bstanone 



linie MQ den "Weg dar, welcher vermöge der neu eotstaiSai 

Bewegung hiuzukotnmt. Diese Wegesläng 
Fig. (I. ist nacb der am Scbliisse des § 2 iar d 

gleichförmig beschleunigte Bewegung g( 
fundenen Gleichung zu bestimmen un 




hat 



MQ = 



es also in einem gegebenen Falle tbunUc 
ist, die Richtung dieser Verbindungslia 

MQ geometrisch festzulegen, so ist damit zugleich die Richtung d« 
Total beschleunigung /i gefonden. 



Hodogriiph. 

Wenn man das in Fig. 7 dargestellte Constrtictionsverfahre 
auf jeden der übrigen Theile der ganzen Bewegung ebenfalls ai 
wendet, d. h. wenn man die in den Endpunkten der einzelnen Zei 
abschnitte erwähnten Geschwindigkeiten i\, r^ . . . nach einand' 
von einem beliebigen als Pol gewählten festen Punkte A aus nu 
Grösse und Richtung abträgt und die auf einander folgenden En* 
punkte dieser Strecken durch gerade Linien verbindet, so erhS 
man eine gebrochene Linie BCDE . . . , deren einzelne Stücke B • 
CD, DE... die in den einzelnen Zeitabschnitten neu hinzukoa 
menden Geschwindigkeiten der Grösse und Richtung nach darstell* 



Fig. 10. 



(Fig. 10). Denkt man sich diese Zeitabscbnit 
unendlich klein werdend, so geht die gebrochei 
Linie in eine krumme Linie über, deren Tangei 
ten die Richtungen der neu hinzukommenden G- 
scbwindigkeiten für sämmtlicbe Zeitpunkte d' 
Bewegungsdauer darstellen. Die auf solche Wei 
zu construiTBude krumme Linie (Fig. II) wird di 
„Hodograph" der Bewegung genannt. 

Für denjenigen Zeitpunkt, in welchem die Qi 
schwind ig keitder Bewegung gleich v ist, findet man nach obiger E 
klärung die Richtung der augenblicklichen Totalbeschleunigungpt " 
dem man in dem Endpunkte des die Geschwindigkeit v nach Grösse mi 
Richtung darstellenden Radiusvectora AM an die Hodographei 
Kurve eine Tangente legt. 

Die während des Zeitelements dt neu hinzukommende Gi 
schwindigkeit, welche mit der bereits vorhandenen Geschwindigkeit 




loJograpl]. 
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nmmnieiigeaetzc die Qeschwindigkeit v-\'dü ah Resultirende er- 

giebt, ist d/mal so gross als die pro Zeiteinheit neu erzeugte 
Geschwindigkeit, hat also die Grösse /)(/( und erscheint in Fig. 12 
durch das Bogenelement MX der Hodograpben- Kurve dargestellt. 
Während des Zeitelements dt durchlilurt also der Hodographenpunkt, 
oder der Endpunkt des die Geschwindigkeit darstellenden KadiuB- 
vectors, die Strecke MN^pät; 
folglich ist p zugleich die Ge- 
schwindigkeit, mit welcher in die- 
sem Zeitpunkte der Hodographen- 
Punkt 'sich bewegt 

Die Geschwindigkeit des 
Hodogvaphen- Punktes stellt 
also der Grösse und Richtung 
uach die Totalbeschleunigunff 
der Bewegung dar. 
Wenn z. B. ein Punkt gleichförmig mit der Geschwindig- 
keit f'die Peripherie eines Kreises vom Halbmesser r durchläuft 
(Vig. 13), 80 ist der Hodograph dieser Bewegung eine Kreislinie 
vom Halbmesser v (Fig. H), und die ümlaufszeit des Hodographen- 
punktes hat dieselbe Grösse wie die Ümlaufszeit des ersten Punktes. 
Wenn der gemeiaschaftliehe Werth 
dieser beiden TJmlaufszeiten mit T 
bezeichnet wird, so ist: 

i- T =^ 2 r - unA pT =2 VTZ. 

Durch Elimination der Grösse T er- 
hält man aus diesen beiden Gleichun- 
gen für die Geschwindigkeit des 
Hodographenpunktes oder die Total- 
beschleunigußg des ersten Punktes 
in Uebereinstimmung mit dem in § 5 
gefundenen Resultate den Werth: 



Fig. 12. 




Bern man für die in Fig. 14 dargestellte Bewegung wiederum den 
ndographeu conatruirt, findet man auf dieselbe Weise für den 
edographen zweiter Ordnung nach Fig. 15 die Gleichung: 
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und durch abermalige Wiederholung dieses Verfahrens findet man 
für den Hydrographen dritter Ordnung nach Fig. 16 die Gleichung: 



u 



2 



v 



P " 



,8 



^V 



Fig. 13. 



Fig. 14. 



Die obigenGleichungenzeigen, dass 
für t?=r sämmtlicheHodographen 
identische Formen annehmen, näm- 
lich die einer Kreislinie vom Halb- 
messer v = r. 

Der Hodograph geht in eine 
gerade Linie über, wenn die 
Totalbeschleunigung stets die- 
selbe Richtung bei behält. Der 
Hodograph bildet eine in der 
Kugelfläche liegende Kurve, wenn 
die Geschwindigkeit stets die- 
selbe Grösse bei behält, und wird 
eine Kreislinie bei gleichför- 
miger Bewegung längs einer 
Schraubenlinie oder längs einer 
beliebigen ebenen Bahnlinie, in 
welchem letzteren Falle zugleich 
der Pol mit dem Mittelpunkte 
dieser Kreislinie zusammenfällt. 

Die hier in Bezug auf die Be- 
wegung des einfachen geometrischen 
Punktes erklärten Sätze können auch 
als für die Bewegung eines geome- 
trischen Körpers geltend betrachtet 
werden, sobald die Bewegung desselben 
eine fortschreitende ist, d. h. so- 
bald dieselbe so beschaffen ist, dass 
die gerade Verbindungslinie je zweier Punkte des Körpers stets parallel zu 
ihrer anfänglichen Richtung bleibt. In diesem Falle beschreiben alle Punkte 
des Körpers gleiche Bahnlinien in gleicher Weise, und das Bewegungsgesetz 
des einen Punktes ist dasselbe wie für alle übrigen Punkte des Körpers. 



Fig. 15. 



Fig. 16. 




Theorie des an gen blick liehen Drehponitos 

Cäpitel ni. 
Bewegnng des geometrischen Körpers. 



Bewegung e 



in ihrer Ebene. Theorie des augenblicklichen 
Drehpunktes. 



Fig- n. 



Wena ein geometrischer Körper sich in Bezng airf eine feste 
Bbene so bewegt, dass der Abstand jedes seiner Pankte von dieser 
Ebene dabei unTerändert bleibt, oder die Babnlinte jedes Punktes 
parallel zu jener Ebene liegt, so werden irgend welche drei (oder 
mehr als drei) Punkte des Körpers, welche zu ii^end einer Zeit 
in einer parallel zu jener Ebene liegenden Ebene sich befinden, stets 
in dieser Ebene bleiben, und die durch jene Punkte gebildete ebene 
Figur wird sich dabei in ihrer Ebene verschieben. Die Lage des 
Körpers ist bestimmt, sobald die Lage dieser Figur bestimmt ist, 
und die Bewegung des ganzen Körpers lässt sich daher znrückfnhrea 
auf die Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Ebene. 

Wenn ABC für den Anfangspunkt und -J,if,C, für den End- 
punkt irgend eines Zeitabschnilts als Lage eines in seiner Ebene 
sich bewegenden Dreiecks gegeben ist, so lässt sich in dieser Ebene 
immer ein Punkt nachweisen, dessen Lage so beschaffen ist, 
dass man durch eine Drehung um 
diesen Punkt das Dreieck aas der 
ersten in dio zweite Lage über- 
führen könnte (Fig. 17). Denn 
wenn man im Mittelpunkte der 
VerbindangsUnie A Ai ein Per- 
pendikel auf derselben errichtet, 
so bildet dieses Perpendikel den 
geometrischen Ort aller derjenigen 
Punkte, welche von A und A^ 
gleich weit entfernt sind, und 
könnte daher jeder Punkt dieses 
Perpendikels als Mittelpunkt einer 
Kreislinie gewählt werden, welche 
durch die beiden Punkte A und 
j4, hindurchgeht. Errichtet man auf der Mitte der Verbindungs- 
linie BB, ebenfalls ein Perpendikel, so wird letzteres die gleiche 
Eigenschaft in Bezug auf die beiden Punkte B und B^ besitzeo. 
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Der Durchscbnittspunkt dieser beiden Perpendikel bildet also dett^ 
suchten Drehpunkt. Denn aus der Congruenz der beiden Dreiecke 
OAB und OJjß, ergiebt sich, dass in demselben Angenhlicke, 
wo bei ÄusföbruEg einer solchen Drehbewegung die Linie OA in 
die Lage OA^ gelangt, zugleich auch die Linie OB ihre neue 
Lage OB, erreicht. 

Bei einer solchen Drehbewegung würde irgend ein Punkt dee 
Dreiecks einen Kreisbogen beschreiben, welcher mit der in Wirk- 
lichkeit von diesem Punkte beschriebenen Bahnlinie im Allgemeinen 
nur den Anfangspunkt und den Endpunkt gemeinschaftlich hat, 
im TJebrigen aber mit derselben nicht zusammenfällt. Diese in 
den Zwischenpunkten stattfindende Abweichung des Kreisbogens 
TOn der wirklichen Bahnlinie wird indessen jedenfalls um so ge- 
ringer sein, je näher Anfangs- und Endpunkt des Bahnstückes be' 
einander liegen, oder je kleiner überhaupt der betreifende Thei 
der Bewegung gewählt wird, welcher den Gegenstand dieser Unter- 
suchung bildet. Der Unterschied verschwindet ganz, wenn diese: 
Theil unendlich klein angenommen wird, oder wenn die beide« 
Lagen des Dreiecks als zwei unmittelbar auf einander folgend • 
betrachtet werden, in welchem Falle die Richtungen der Verbia 
dungslinien AA^ und BB, als die augenblicklichen Bewegung» 
richtungen der beiden Punkte ,1 und B betrachtet werden dürfen 
Es kann daher die Bewegung der Figa 
in jedem Augenblicke aufgefasst werden aL 
eine Drehbewegung um irgend einen i- 
der Ebene liegenden Punkt, welchen ma3 
den augenblicklichen Drehpunkt nennfl 
Man findet diesen Punkt, indem man in irgen- 
zwei beliebigen Punkten der bewegten Figu. 
die Normalen zu ihren augenblicklichen B» 
wegungsrichtungen errichtet und den Durch- 
scbnittspunkt dieser beideuNormalenconstruirf 
Wenn mit co die WinkelgesehwindigkeL 
dieser augenblicklichen Drehbewegung be 
zeichnet wird, so ergehen sich für die augen- 
blicklichen Geschwindigkeit der beiden Punkt« 
.■1, B (Fig. 18) die Gleichungen: 
V = rto, ji = pw oder v: u =^ r : 1^. 
Es verhalten sich also die Geschwindigkeiten der einzelnen Punkt« 
wie ihre Abstünde von dem augenblicklichen Drehpunkte, und ^ 







Anweiidunfreii der Theorie des AngenblicklicUeo Drelipanktes. 23 

I iingenbÜck liehe Bewegungsrichtung eines jeden Punktes steht reeht- 
winckelig zu seinem Drehungshalbmesser, d. b, zti der geraden Yer- 
bindangslinie zwischen ihm und dem augenblicklichen Drehpunkte. 
"ieKenntniss der Lage des augenblicklichen Drehpunktes reicht also 
hin, am für jeden Punkt der Figur sofort die Richtung seiner 
augenblicklichen Geschwindigkeit zu bestimmen, und wenn man von 
einem dieser Punkte auch noch die Grosso der Geschwindigkeit 
keaat, so ist damit auch für jeden der übrigen Pnnkte die Grösse 
dar Geschwindigkeit als gegeben zu betrachten. 

Weim die Figur eine rortschreitende Bewegung aasführt, d. h. wenn 
ilicGelbe sich so liewegt, dass die YerbitidiiagsliDie je xwcier Punkte stets 
l'aiallel zu iiirer anfänglichen llichtnng bleibt, bd iiabcn sämiiitliclie Funkte 
jualieio nnd gleich grosse UeachwindigkeiteLi. In diesem spedellen F.iile kann 
die Bewegung anfgcfasat iverden als eine Ilrcliurig um einen unendlich entfernt 
II Drehpunkt. 



k 



Anwendungen dor Theorie des augenblicklichen Drehpunktes. 
Kennt man die Geschwindigkeit c, mit welcher der eine End- 
A der Kurbelstange einer Dampfmaschine längs des Kurbel- 
Fig. 19. kreises sich bewegt (Fig. 19), so kann 

■""""""•--. man die Geschwindigkeit u, welche der 

geradlinig geführte jenseitige Eadpunkt B 
hei irgend einer Kurbelstellung hat, be- 
rechnen aus der Gleichung: 



und die Geschwindigkeit irgend eines 
zwischen beiden Endpunkten befindlichen 
Punktes P aus der Gleichung: 



^^ ßL. — -„ --»o^ Punktes A fällt mit der Richtung des 

Kuibelarmes CA zusammen. Der augenblickliche Drehpunkt ist 
also der Durcbsehnittspunkt der auf der Linie BC in dem Punkte 
" errichteten Normalen mit der Verringerung des Halbmessers CA. 
Bei jeder von den beiden in Fig. 20 und Fig. 21 dargestelllen 
Stangenverbindungen fällt der augenblickliche Drehpunkt für die 
Bewegnog, welche die Stange AB bei irgend einer Verschiebung 
des Stangensystemg in seiner Ebene ausführt, mit dem Durchschnitts- 



n 
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pnokte TOD den Richtungen der' am die festen Drehpunkte C, D 
drehbaren Standen CA und DB zasammen. Wenn also z. B. in 
der StaDg;e AB derjenige Punkt aiifgesncht werden soll, nelcher 
bei einer solchen Verschiebung eine im ersten Augenblicke honzontal 
gerichtete Bewegung erhielte, so ist es nnr nöthig, den Dtirch- 
schnittspimkt E der Linie AB mit der durch den Punkt gelegten 
Verticalen zu construiren. 



Kig. 2«. 



--^^ 





Fig. 22. 



Ans der Aehnlichkeit der beiden rechtwinkeligen Dreiecke MLX 
lind i'Ä'A' in Fig. 23 ergiebt sich für die Coordinaten des Punkte* 
I' die Gleichung: 

= , oder - j 4- ^;^ = 1, 

a h (i- b- 

welehe zeigt, dasa der Punkt P der geraden Linie ,¥A'eine Ellips^ 
beschreibt, deren Halbachsen a und b sind, während die Linie sich sC 
bewegt, dass der eine Endpunk't 
M stets in der Achse AX, de> 
andere N stets in der Achse AY 
bleibt (Fig. 23). Um fßr die Stell« 
P die Tangente der Ellipse zii 
construiren, hat raan den augen- 
blicklichen Drehpunkt für dia 
Bewegung der Linie MN aufzu- 
'-■ ■'" ' suchen und auf der Verbindungs- 

linie OP in dem Punkte P eine Normale zu errichten. Der augen- 
blickliche Drehpunkt ist der Durchsebnittspunkt der an den Stelle» 
M und N resp. auf den Achsen A X und A Y errichteten Normalen- 
Denkt man sich eine geradlinige Stange längs einer um den. 
festen Punkt J drehbaren Hülse verschiebbar und zugleich eine» 
bestimmten Punkt M der Stange längs einer festen Vertikalen ge- 
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Richtniig der letzteren fällt, 
Fig. 23. 




führt, Eo erkennt mao, dass die BeweguDgsriclitiiiig des zur Zeit 
mit liem Punkte J zusammenfallenden Punktea der Stande in die 
dass also die an dieser Stelle normal 
zur Stange gezogene gerade Linie 
durch den aiigenblicklicben Dreh- 
punkt bindiirchgelieii muss. Den 
letzteren bildet also der Dureh- 
schnittspunkt dieser Normalen mit 
der Horizontalen des Punktes M 
(Fig. 21). Die Bewegungsricbtiing 
irgend eines anderen Stangen punktes 
¥ steht rechtwinkelig zu dem Dreh- 
ungshalbmesser OP und bildet zu- 
gleich die Tangentenrichtung der 
von diesem Pnnkte beschriebenen 
Bahnlinie, der sogenannten Conchoide, für deren Krümmungsgesetz 
ins Fig. 24 die folgenden Gleichungen sich ergeben: 
y = (rt -[- r) tg a 
x ^= i cos a 
ff-c = (a + 3-) Z sin a 

sin a. = J^T — cos a^ = 1/ l — -j 

Wenu eine beweg- 
liche ebene Cuive WN 
auf einer in derselben 
Ebene liegenden festen 
Curve lA' rollt, d. b. 
wenu sie dieselbe stets 
in einem Punkte berührt, 
und die Beruhrungsstelle 
auf beiden Curven stets 
gleiche Wegeslängen zu- 
rücklegt, so bildetder Be- 
rührungspunkt selbst 

den augenblicklichen 
Drehpunkt(Fig.3ö). Um 
sicli davon zu überzeugen, hat man für die zu beiden Seiten un- 
mittelbar neben der Berühungsstelle befindliehen Punkte 3/ und 
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we^n 



Fig. ; 



N die augenblicklichen Bewegungsrichtiingen aiifzusucbeD. Wenn 
L die Stelle ist, welche der Punkt M soeben verlassen hatte, und 
P die Stelle, wohin der Punkt N unmittelbar nachher gelangen 
wird, 80 mu33 nach obiger Erklärung LO=^MO und PO^NO 
sein. Denkt man sich diese Bägen unendlich klein, so findet man, 
dasa die Verbindungslinien LM und NP 
als die augenbiicklichen Bewegungsrich- 
tiingen jener beiden Punkte angesehen 
werden dürfen, und dass dieselben recht- 
winkelig zu der durch dio Bernhrungsstelle 
gelegten gemeinschaftlichen Tangente der 
beiden Curven stehen. Es fallen daher die 
injenenbeidenPunktenaufihrenBeweguögs- 
riohtungen errichteten Normalen beide in diese Tangente hinein, und 
der Berührungspunkt ist als der Durchachnittspunkt derselben zu 
betrachten^' Unter allen Punkten der rollenden Curve ist demnaefi^ 
der jedesmalige Berührungspunkt der einzige, welcher die Ge-/ 
schwindigkeit N'ull hat. 






§ 11. \ 

Die Bewegung der Figur als rollende Bewegung aufgetasst. 

Während die ebene Figur in ihrer Ebene sich bewegt, wird 
im Aligemeineu die Lage des augenblicklichen Drehpunktes stetig 
sieh ändern, und wenn man mittelst der im § 9 erklärten Methode 
für jede Lage der beweglichen Figur die Lage des zugehörigen 
augenbltcklieben Drehpunktes aufsucht, so wird man als geometri- 
schen Ort aller dieser Punkte irgend eine krumme Linie erhalten. 
Wenn man ferner in der mit jener Figur beweglich gedachten 
Ebene im Voraus alle diejenigen Punkte aufsucht, welche aucces- 
sive mit den Punkten jener festen Curve zusammenfallen — eiHv 
jeder in dem Augenblicke, wo er selbst zum festen Drehpunkte 
wird — so erhält man eine bewegliehe zweite Curve, welche in 
Bezug auf jene feste Curve sich so bewegt, dass sie dieselbe stets 
in demjenigen ihrer Punkte berührt, welcher die Geschwindigkeit 
Null hat. Nach der am Schlüsse des vorigen Paragraphen ge- 
gebenen Erklärung findet also ein Rollen der zweiten Curve auf 
der ersteren statt. Es kann daher die Bewegung der Figur auf- 
gefasst werden als Rollen einer mit der Figur beweglich ge- 
dachten Curve auf einer festen Curve, und die ganze Bewegung 
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der Figur ist als bekannt zu betrachten, sobald Form und Lag& 
jeder dieser beiden Curven gegeben sind. 

Fi^ 2ö Bei dem in Fig. 2S 

(largestellteti Beispiele 
bildete den augenblick- 
lichen Drehpunkt der 
dem Anfangspunkte A 
des Coordiuaten- Systems 
gegenüberliegende Eck- 
punkt eines Rechtecks, 
dessen Diagonale J/A' ist. 
Man erhält daher als 
geometrischen Ort aller 
Lagen des augenblick- 
lichen Drehpunktes eine 
mit dem Halbmesser 3f-iV 
von dem Punkte A als 
Mittelpunkte aus be- 
schriebene Kreislinie. 
I Kreislinie bildet für den vorliegenden Fall die feste Curve, 
^if der die bewegliche Curve rollt. Die bewegliche Curve findet 
„. man,indemmanfürdie 

verschiedenen Stel- 
lungen MN. ,1/j iV, 
... der bewegten 
Linie die jedesinaligen 

augenblicklichen 
Drehpunkte 0, 0, , . , 
construirt und sich 

die entstehenden 
rechtwinkeligen Drei- 
ecke Af.VO, jV, lY, 0, 
. . . sammtlich so auf- 
einander gelegt denkt, 
dass die Hypotenusen 
zusammenfallen, also 
in der Weise, dass z. B. 
das Dreieck Jtf, A', 0, 
<lie Lage MNL erhalten würde (Fig. 26), Man erkennt sogleich, 
^'133 die Punkte 0, L. .. alsdann eine Kreislinie bilden, welche die 
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Linie MN zum Durchmesser hat. Es Ifanti daher die Beweguiigl 
der Linie ^fN auch so aiifgefasat werden, als oh dieselbe deo 
Durchmesser eines bewegten Kreises bildete, welcher an der Innen- 
seite einer Kreislinie von doppelten Durchmesser entlang rollt. 

In § 10 wurde gezeigt, dass jeder zwischen den beiden End- 
punkten der Linie M^' befiodliehe Punkt eine Ellipse besehreibt, 
deren Halbachsen die beiden Theüe der Linie bilden. Da der 
Mittelpunkt der Linie dieselbe in zwei gleiche Abschnitte zerlegt, 
so beschreibt derselbe eine Kreislinie. Wenn also der Mittelpunkt 
der kreisrönnigen Scheibe MANO in einer Kreislinie um den 
festen Drehpunkt A herumgeführt wird {wie z. B. wenn derselbe 
den Endpunkt eines um den Punkt A sich drehenden Kurbelarmes 
bildete, der Fall sein würde), und wenn zugleich auf irgend eine 
Weise verhindert wird, dass an der Berübriingsatelle ein Gleiten 
der Scheibe längs des inneren Ümfangs des äusseren Kreisringes 
stattfindet (was z. D, durch Verzahnungen der beiden KreiaumfUnge 
erreicht werden könnte), so wird dabei jeder von den beiden End- 
punkten des Durchmessers MN geradlinig geführt werden, der 
eine liings der Achse AX, der andere längs der Achse A Y (Fig. 27), 



Bewegung einer sphärischen Figur in der Kugelfläche oder Drehung des 
geometrischen Ktirpers um einen festen DrehpuoM. 

Bei der Drehung eines geometrischen Körpers um einen festen 
Drehpunkt werden irgend welche Punkte des Körpers, die anfangs 
gleichen Abstand vom Drehpunkte hatten, also in einer und der- 
selben Kugelfiiiche lagen, stets in dieser Fläche bleiben, und die 
durch jene Punkte gebildete spärische Figur wird dabei in ihrer 
Kugelfläehe sich verschieben. Die Lage des Körpers ist völlig 
bestimmt, sobald die Lage dieser sphärischen Figur festgelegt ist, 
und die Theorie der Drehung des Körpers um einen festen Punkt 
kann daher zurückgeführt werden auf die Bewegung einer sphärischen 
Figtir in der Kugelfläche. 

Wenn ABC für den Anfangspunkt und A^B^C^^ für den End- 
punkt irgend eines Zeitabschnitts als Lage eines in der Kugelfiäche 
sich bewegenden sphärischen Dreiecks gegeben ist, so lässt sieh in 
der Kugelfläcbe imnaer ein Punkt nachweisen, dessen Halbmesser 
MO eine solche Lage hat, dass man durch eine Drehung um die 
Achse MO die Figur ans der ersten in die zweite Lage überführen 
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Fig. ■». 




könnte (Pig. 28_). Das BeweiSTerfahren ist gaoz dasselbe, wie das 
in § 9 in Bezug auf die Bewegung der ebenen Figur in ihrer 
Ebene angewendete — nur mit dem unterschiede, dass im vor- 
liegenden Falle überall grösste Kreislinien an die Stelle der geraden 
Linien treten. Man ändet nämlich jenen Punkt 0, indem man die- 
Verbindungslinien ^.4j, BB, zieht 
und den Durchschnittspunkt der in 
den Mittelpunkten derselben errichte- 
ten Normalen EO und FO con- 
atruirt — wobei die Ausdrücke 
„Linie" und „Normale" in dem eben 
erklärten Sinne aufzufassen sind. 

Bei einer Drehung um die Äcbse 
MO würde das sphärische Dreieck 
sich so bewegen, dass hinsichtlieh 
der Anfangslage und der Endlage 
eine üebereinstimmung mit der wirk- 
lichen Bewegung stattfindet ; hin- 
Hcttüch der Zwischenlagen dagegen wird im Allgemeinen ein Unter- 
Bchied zwischen beiden Bewegungen sich ergeben. Diese Abweichung 
wird jedoch um so kleiner ausfallen, je kleiner der Theil der ganzen 
BewegUBg gewählt wird, welcher den Gegenstand der vorliegenden 
_^ Untersuchung bildet. Wenn es sich 

also nur darum handelt, für einen 
unendlich kleinen Zeitabschnitt oder 
für einen bestimmten Äiigenhlick die 

Geschwindigkeiten sämmtlicher 
Punkte der Figur nach Richtung und 
GriJsse darzustellen, so kann man 
die Bewegung als eine Drehung auf- 
fassenum eine durch den festen Punkt 
gelegte Achse, welche die augen- 
blickliche Drehachse genannt 
wird. Man findet die Lage der- 
selben, indem man rechtwinkelig 
H den Bewegungsrichtungen zweier Punkte grösste Kreislinien durch 
ÜUelben legt und den Durchschnittspunkt derselben mit dem festen 
ebpußkte durch eine gerade Linie verbindet (Fig. 29), 
Man findet die Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte der 
indem man die Abstände derselben von der angenblick- 
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liehen Drehachse, d. b. ihre Drehungshalbmesser, mit der Winkel- 
geschwindigkeit der augenblicklichen Drehbewegung muitiplicirt. 
Diese Winkelgeschwindigkeit ra selbst ist als bekannt zu betrachten, | 
sobald für einen Punkt der Figur die Geschwindigkeit und der ' 
Drebungahalbmeaaer gegeben sind. Wenn man also von zwei Punkten 
der Figur die Gescbwindigkeitsricbtungen und von einem derselben I 
auch noch die Geschwindigkeitsgrösae kennt, so kann man hiernach 
für jeden der übrigen Punkte die Geschwindigkeit ihrer Grösse und 
Richtung nach bestimmen. ^ 

Während die sphärische Figur ihre Bewegung in der Kugel- 
fläche ausführt, wird im Allgemeinen die Lage der augenblick- 
lichen Drehachse stetig sich ändern. Ihr Pol, d. h. ihr Dnrch- 
achnittspunkt mit der Kugelfläche, beschreibt dabei irgend eine 
Curve 00^0^... in der Kugelfläche, und als geometrischen Ort 
aller auf einander folgenden Lagen der augenblicklichen Drehachse 
-erhalt man eine Kegelfläche, deren Spitze mit dem Mittelpunkte ; 
der Kugel zusammenfällt (Fig. 30). 
Wenn man an einer mit der Fignr 
beweglich gedachten Kugelfläche alle 
diejenigen Punkte P,, Pg . . . im 
Voraus aufsucht, welche successive 
mit jenen Polen 0,, 0^ .. . nachher 
zusammenfallen — ein jeder in dem 
Äugenblicke, wo er selbst zum Pole 
der augenblicklichen Drehachse wird 
— so erhältman eine zweite Curve, 
und die Verbindungslinien der ein- 
zelnen Punkte 0, P,, P^ . . . mit 
dem Mittelpunkte M bilden eine be- 
wegliche zweite Kegelfläche. Diese letztere berührt die erstere 
stets mit derjenigen Seitenlinie, welche als augenblickliche Dreh- 
achse in ihren sämmtlichen Punkten die Geschwindigkeit Null hat. , 
Es kann daher die Bewegung der sphärischen Figur (oder des , 
geometrischen Körpers, welchem die Pnnkte der Figur angehören) 
aufgefasst werden als Rollen einer mit der Figur (oder dem 
Körper) verbunden gedachten bewegliehen Kegelfläche auf einer 
festen Kegelfläche. 




Freie Bewegung des geometriaelien Körper 



Freie Bewegung des geometrischen Kfirpers. 

Wenn man sich vorstellt, dass die im vorigen Paragraphen als 
(TvDbawegliclL vorausgesetzte Kegeißäche eine fortschreitende 
Bewegung ausführt, während zugleich die mit dem Körper ver- 
bunden gedachte Kegelfläche auf jener ersteren Kegelfläche rollt, so 
erhält man ein Bild von der freien Bewegung des geometrischen 
Körpers. Wie auch immer die wirkliche Bewegung des Körpers 
beschaS'en sein möge, dieselbe kacn immer betrachtet werden a)s 
zusammengesetzt aus einer fortschreitenden Bewegung — ■ über- 
einstimmend mit der wirklichen Bewegung eines beliebig auszu- 
wählenden Punktes des Körpers ■ — und einer gleichzeitig statt- 
findenden Drehung des Körpers um diesen Punkt. Zugleich ergiebt 
sich hieraus, dass die wirkliche Bewegung des Körpers auf un- 
endlich viele verschiedene Arten als aus zwei soeben Einzelbe- 
weguogen zusammengesetzt anfgefasst werden kann, je nachdem der 
eine oder der andere Punkt des Körpers ausgewählt wird als der- 
jenige, weicher in dem fortschreitenden Räume den relativ unbeweg- 
lichen Drehpunkt bilden soll, 

Um die Geschwindigkeit irgend eines Punktes des Körpers für 
einen bestimmten Äugenblick zu finden, hat man sich dieselbe zu- 
sammengesetzt zu denken ans den beiden einzelnen Geschwindig- 
keiten, welche aus jeder von den beiden Bewegungen einzeln ge- 
nommen sich ergeben. Die eine derselben ist die allen Punkten 
gemeinschaftliche Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung, 
die andere ist gleich dem Producte aus der Winkelgeschwindigkeit 
der Drehung um die augenblickliebe Drehachse in den Abstand 
des Punktes von dieser Achse. Da es, wie oben gezeigt, unendlich 
viele verschiedene Arten der Zerlegung der Bewegung des Körpers 
in zwei Einzeln bewegungen giebt , so wird auch jede von den 
beiden Seitengeschwindigkeiten des Punktes auf unendlich viele 
verschiedene Arten sich darstellen lassen, immer aber deren Zu- 
; zu der gleichen Reaultirenden führen. Unter allen 
SED giebt es eine, welche vorzugsweise geeignet 

ein klares Bild von dem augenblicklichen Bewegungszustande 
tes Körpers zu geben und über die Beziehungen zwischen den 
[esehwindigkeiten seiner Punkte Licht zu verbreiten; zu dieser ge- 
■ngt man durch die nachfolgende Untersuchung. 
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Die Bewegung des Ktlrpers als Schraubenbewegung aufgefassl. 
Man kanu den Körper aus einer gegebenen ersten in eine ge- 
gebene zweite Stellncg stets auf die Weise hinüberführen, das3 
man denselben zunächst eine solche geradlinig fortschreitende Be- 
wegung ausführen lässt, bei welcher irgend ein bestimmter Punkt 
des Körpers, z. li. der Punkt A, in seine neue Lage B gelangt, 
und hierauf den Körper um diesen Punkt so dreht, dass auch 
die übrigen Punkte desselben in die der zweiten Stellung ent- 
sprechenden Orte einrücken. Die letztere Bewegung kann auf- 
gefasst werden als Uewegung einer sphärischen Figur in einer 
Kugelfläche, für welche der Punkt B den Mittelpunkt bildet, und 
nach § 12 kann man immer durch den Drehpunkt eine Achse BO 
so legen, dass diese Lagenveränderung durch eine Drehung um 
diese Achse bewerkstelligt werden kann (Fig. itl). 

Denkt man sich rechtwinkelig zu dieser Achse durch den 
Punkt B eine Ebene gelegt, so findet man, dass bei solober Drehung- 
irgend eine in dieser Ebene befindliche Figur in derselben sich 
verschiebt und z. U. aus der Lage CD übergeht in die Lage EF, 
welche letztere die wirk- 
liche Endlage der Figur 
bildet. Die Anfangslage 
GH, welche diese Figur 
vor Ausführung der ersten 
von jenen zwei Bewegungen 
hatte, findet man, indem 
man dieselbe von der Lage 
CD aus die geradlinig 
fortschreitende Bewegung 
AB rückläufig ausführen 
lässt, oder indem man von 
ihren einzelnen Punkten C, D . . . aus die geradlinigen Stücke CG, 
DH... parallel und gleich BA abträgt. Die Endpunkte dieser 
Abschnitte liegen wiederum in einer Ebene, und zwar in einer durch 
den Punkt A parallel zu der vorigen gelegten Ebene, welche demnach 
ebenfalls rechtwinklig zu der Drehachse 00 steht. 

Man hätte nun die Ueberführung des Körpers aus der ersten 
in die zweite Lage auch auf die Weise bewerkstelligen können, 
daaa man den Körper zunächst eine solche geradlinig fortschreitende 




Die Bewegung ivs Köqiers als r^i'hraubenliewi.'g'ung auffefasat. 
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Bewegung ausführen läsat, bei welcher die Figur GH in der Kicb- 
tung rechtwinkelig zu jenen beiden Ebenen oder parallel zur 
Achse 00 fortschreitend in die Lage MX gelangt, und hierauf 
eine zweite Bewegung folgen lässt, durch welche die Figur aus der 
Lage MN in die yorgeschriebene Lage £^7^ gebracht wird. Letztere 
Bewegung kann wiederum als Verschiebung einer ebenen Figur in 
ihrer Ebene, folglich (nach § 9} als Drehung um einen in der Ebene 
befindlicben Punkt dargestellt oder ala Drehung uro eiua rechtwin- 
kelig zu der Ebene gerichtete Drehachse 0^0^, welche der Achse 00 
parallel ist. 

Denkt man sich die ganze Lagenveränderung des Körpers 
unendlich klein und die beiden Lagen desselben als zwei un- 
mittelbar auf einander folgende Lagen der wirklichen Bewegung, 
so erkennt man, dass nach der letzteren Auffassungsweise die 
Bewegung des Körpers in irgend einem Zeitpunkte als zusammen- 
gesetzt betrachtet werden kann aus einer Drehung um eine 
bestimmte Drehachse und einem gleichzeitigen Fortschreiten 
in der Richtung dieser Achse. Eine solche Bewegung stimmt 
fiberein mit der Bewegung einer Schraubenspindel, welche von 
festliegendem Schraubenmuttergewinde umgeben ist. Es kann daher 
die Bewegung des Körpers in jedem Äugen- 



Fig. »2. 



"i*: 



^tzen (Fig. 32). 

;, An.ly tische 



blicke als eine Schraubenbewegung aufgefasst 
werden. 

Die foirtschreitende Bewegung kaun als ape- 
deller Fall der St^hrauteubedegung gölten, a.Ia der- 
jenige nämliclt, in welcbem die Geacbwiadigkeit dei 
Drehbewegung die Gröaae Null bat. Der in § 9 
behandelte Fall der Verscbiebnng einer ebenen Fignr 
in ihrer EbsLe kann ehenfallii als ein «peciellei 
Fall der Scbraabenbewegang anfgefasst werden, als 
derjenige nämlich, in weloheui die Geschwindigkeit 
dea Fortachreitena in der Eichtang fler Sohtanben- 
aohse die 'rrösso Null hal^. 

Um die Geschwindigkeit v, für irgend 
einen Punkt A des Körpers ihrer Grösse 
und Richtung nach darzustellen, hat man die 
Geschwindigkeit p,(o, welche aus der Dreh- 
bewegung für denselben sich ergiebt, mit 
der Geschwindigkeit c der fortschreiten- 
I der Drehachse zu einer ResuUirenden zusammen- 
Die Construction dieser Restiltirenden kann an 
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einer beliebigen Stelle des Raumea, z. B. an der Stelle ausgeführt 
werden (Fig. 33), Man erhält dann die Geschwindigkeit 



Fig. 33. 




Hypotemiae eines aua den Katheten 
OM\\ = c und MI\ II = p,o 
gebildeten rechtwinkeligen Drei- 
ecks MI\ . Führt man die 
gleiche Construction in Bez-ug auf 
einen zweiten Punkt B und iu 
Bezug auf einen dritten Punkt C 
aus, so findet man, dass sämmt- 
liche auf solche Weise entstehen- 
den rechtwinkeligeu Dreiecke die 
Linie OM als eine ihrer beiden Katheten gemeinschaftlich haben, und 
dass der geometrische Ort für die Lagen der zweiten Kathete eine 
Ebene bildet, welche rechtwinkelig zu 0,1/. also rechtwinkelig zur 
Drehachse liegt. Es ergiebt sich hieraus der folgende Satz: 

Wenn man von irgend einem Punkte des Raumes aus die 
sämmtlichen Geschwindigkeiten der einzelneu Funkte eines Kör- 
pers nach Grösse und Richtung als Linien abträgt, so liegen die 
Endpunkte aller dieser Linien in einer und derselben Ebene. 

Da die Lage einer Ebene durch drei nicht in eine Gerade 
fallende Punkte festgelegt wird, so folgt aus diesem Satze zugleich, 
dass der Bewegungszustand des Körpers als gegeben betrachtet 
werden kann, sobald von dreien seiner Punkte die Geschwindig- 
keiten ihrer Grösse und Richtung nach bekannt sind — voraus- 
gesetzt, dass nicht zufällig diese drei Geschwindigkeiten einer und 
derselben Ebene parallel sind, in welchem Falle die Endpunkte 
P^, P^, Pj in eine gerade Linie fallen würden. 

Die Richtung der Schraubeoachse ist durch die Richtuag 
des auf die Ebene zu Ullenden Perpendikels OM gegeben, und 
die Geschwindigkeit des Fortschreitens längs dieser Achse durch 
die Länge desselben gegeben. Die Lage der Schraubenachse findet 
man, indem man das aus den Projectionen jener drei Punkte auf 
diese Ebene gebildete Dreieck als eine in ihrer Ebene sich be- 
wegende Figur behandelt und nach den in g 9 gefundenen Regeln 
den angeoblieklicheu Drehpunkt derselben aufsucht. 



:r fortsolireitendeDBewegi 



. Zusammensetzung und Zerlegung der Bewegungen dei 
geometrischen Körpei^. 

§ lö. 

Zusammenletzung einer Drehbewegung und einer rechlwinkelig lur Drehachse 
gerichteten fortscli reitenden Bewegung. 

Denkt man sich rechtwiDkeläg zur Achse der Drehbewegung 
(also parallel zur Richtung der fortschreitendeo Bewegung) eine 
Ebene durch den Körper gelegt, und aus irgend welchen in dieser 
Ebene befindlichen Punkten des Körpers eine Figur gebildet, so 
wird diese Figur in ihrer Ebene sich verschieben, während der 
Körper jene zwei Bewegungen gleichzeitig ausführt. Man findet 
also die resultirende Bewegung, indem man nach den in § 9 für 
diesen Fall gefundenen Regeln den augenblicklichen Drehpunkt 
fßr die Bewegong der Figur bestimmt. Dieser Punkt igt der- 
jenige, bei welchem die zwei Geschwindigkeiten, welche derselbe 
vermöge der beiden einzelnen Bewegungen besitzt, einander gegen- 
seitig aufheben. Man findet diesen Punkt P durch die in Fig. 34 
angedeutete Construction, indem man den Abstand OP-^l so 
■wählt, dasa die Geschwindigkeit la, welche der Punkt vermöge 
der gegebenen Drehbewegung um den Pankt besitzt, dieselbe 
Grösse erhält wie die Geachwindig- 
f.. f. keit c der gegebenen fortschreiten- 

t den Bewegung. Fasst man die Be- 

I wegimg der Figur als eine Drehung 

/^'w , --'-- ip'^ '"'^ "^^^ Punkt P auf, ao wird man 

O : die Winkelgeschwindigkeit 4» für 

i diese Drehbewegung so anzuneh- 

ilw men haben , dasa die daraus für 
den Punkt sich ergebende Ge- 
Bchwindigkeit hi^ übereinstimmt mit derjenigen Geschwindigkeit, 
welche derselbe vermöge der ursprünglich gegebenen beiden Be- 
wegungen hatte. Diese letztere GesehwiodigkeLt ist gleich c, weil 
durch eine Drehung um den Punkt für diesen selbst keine Ge- 
schwindigkeit bedingt wird. Es ist also 

zu setzen, und ergiebt sich daraus, dasa die resultirende Dreh- 



i 
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gesehwindigkeit ^ mit der gegebenen o gleiche Grösse und Rich- 
tung hat. 

Die Resnltirende einer Drehbewegung und einer rechtwinkelig 
zur Achse derselben gerichteten fortschreitenden Bewegung ist da- 
her eine Drehbewegung um eine jener ersteren parallele Drohnehse. 
Die resiiltirende Drehgeschwicdigkeit bat mit der gegebenen Dreh- 
geaehwindigkeit gleiche Grösse und Richtung. Die Ebene der bei- 
den parallelen Drehachsen steht rechtwinkelig zur Richtung der ge- 



gebenen fortschreitenden Bewegung. Deu Abstand l - 



dieser 



beiden Achsen erhält man, indem man die Geschwindigkeit der ge- 
gebenen fortschreitenden Bewegung durch die Winkelgeschwindigkeit 
der gegebenen Drehbewegung dividirt. 

Durch ümkebrung dieses Satzes findet man zugleich das bei 
der Zerlegung anzuwendende Verfahren. 

Eine gegebene Drehbewegung um eine bestimmte Achse kann 
zerlegt werden in eine Drehbewegung um eine parallele Drehachse 



Fig. 35. 



"0" 



und eine fortäch reiten de Bewegung. 
Die Winkelgeschwindigkeit der erste- 
ren hat mit der Winkelgeschwindig- 
keit der gegebenen Drehbewegung 
gleiche Grösse und Richtung. Die 
Geschwindigkeit der fortschreitenden 
Bewegimg ist gleich dem Producte 
aus dieser Winkelgeschwindigkeit in 
/ den Abstand der beiden Achsen, und 

\ / ihre Richtung steht rechtwinkelig zu 

'^.^ .■ der Ebene dieser beiden parallelen 

'" '' Achsen, 

Der Mond bewegt aich so, dass er der Erde beständig dieselbe Halb- 
kngelaeite zn wendet (Fig. 36). Es würde daher, wenn die Erde selbst sIs ruhend 
betrachtet wird, die Bewegung dea Mondes als eine Dceliniig nni eine Aobsa 
anfzufassen sein, welche dureh den Erdmittelpunkt geht nnd rechtwinkelig znr 
Ebene der Mondbahn steht. Statt dessen kann man die Bewegung des Mondes 
auch betrachten als ünsaniiri engesetzt ans einer Drelihewagurg um eine dnrch- 
den Mondmittelpnnkt selbst gelegte, der vorigen ]jara!lele, Dreliaohse und einer 
fortschreitenden Bewegung, deren Geschwindigkeit in jedem Augenhlicke mit 
der des Mondiuittelpunktea ihrer Grosse nnd Itichtung nach übereinstimmt. 



Zusnmmcusetzuug' z 



r gleicligericliteter Drelibewegungen. 



Zusammenseliung i 



§ 16. 



n parallele 






Denkt man sich einen Körper eine Drehbewegnng um eiQe be- 
stimmte Drehachse ausführend uud diese Achse einem anderen Kör- 
per angehörend, welcher gleichzeitig eine Drelibewegung um eine 
zweite der vorigen parallele Drehachse besitzt, so kann man, wenn 
von dem Bewegungäzustande, welchen jener erste Körper io einem 
I bestimmtet) Zeitpunkte besitzt, die Rede tat, denselben so auffassen, 
lals ob der Körper gleichzeitig diese beiden Drehbewegungen um 
I parallele Drehachsen ausführte. Wenn man sich rechtwinkelig zu 
diesen Achsen eine Ebene durch den Körper gelegt, und aas irgend 
welchen in dieser Ebene befindlichen Pimkten des Körpers eine 
Figar gebildet denkt, so wird durch jede der beiden Drehbewegungen 
einzeln genommen eine Verschiebung dieser Figur in ihrer Ebene 
bedingt. Folglich wird auch die resultirende Bewegung als Versehie- 
^^B ^__ ^ bung einer ebenen Figar 



Fig. 36. 
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■V 



ly- 



V". 



1 ihrer Ebene nach den 
in § 9 gefundenen Re- 
geln behandelt werden 
können. 

Den augeabUcklicben 
Drehpunkt findet man 
durch die in Fig. 36 an- 
gedeutete Constrnction, 



lodern man in der Verbindungslinie der den beiden Drehachsen ent- 
sprechenden Drehpunkte 0^ und 0^ diejenige Stelle aufsucht, bei 
welcher die den beiden gegebenen Drehbewegungen entsprechenden 
Geschwindigkeiten /, w, und /^ oi, einander gegenseitig aufheben, 
oder indem man diesen Abstand in zwei Abschnitte /^ und l^ zer- 
legt, die flieh zu einander umgekehrt wie die beiden Winkelgeschwindig- 
keiten o)j und Wj verhalten. 

Fasst man die Bewegung der Figur als eine Drehung um den 
Punkt auf, so wird man die Winkelgeschwindigkeit Jj dieser 
Drehbewegung so zu bestimmen haben, dass die dadurch bedingten 
Geschwindigkeiten /, ■!> und 1^ 'b der beiden Punkte Oj und 0^ resp. 
äbereinstimmen mit den wirklichen Geschwindigkeiten, welche diese 
Punkte vermöge der ursprünglich gegebenen beiden Bewegungen be- 
sitzen (Pig. 37). Durch eine Drehung um den Punkt 0, wird 
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keine Geschwindigkeit dieses Ponktes bedingt. Es halte also tm^ 
mfige der beiden gegebeaen Bewegungen der Punkt O, (nach Fig. 36) 
nur die Geschwindigkeit (/, +(,)Oi. Ebenso ergiebt sidi för die 
Geschwindigkeit des Punktes 0, der Werth (ij -i- l^) a^. Also mnss: 

Z, -i = (f, + l^)e>^ imd /j -I. = dt + /j>o, 
sein, und man erhält durch Addition dieser bdden GleichaogeD 






f/j -i- ;j)t> ^ (?, + /j) (ra, -t- Oj ), oder: ■> = «>, + et^ 
Die Resnltirende von zwei gleichgerichteten Drefageschwini 
keiten um parallele Drehachsen ist also gleich der Summe der- 
selben. 

Man liätte zu dieser Beweis fäliron^ aacfa des im TorigeQ Parsgraphea 
eefnndeaen Salies sirh bedienen 
Fig. 37. Vönni'n, indem man featactit: 

^<li easoll jede der beiden gegebenen 

j Drehbeweganj^D terlegt vrer- 

den in eine Drehbewegung um 
/^~^^ _ (, den Pankt o nod eine fort- 

~ ~' ' echreitendeBewegang: zugleich 

soll die Lage des Paott^s O ao 
gewählt werden, daas die bei- 
I'ifi den fortschreitenden Bewegna- 
gen ei na oder aufbeben. Uan 
w6rde dann onmittelhar an dem Resnltate gelangt sein; dass die Eesoltirende 
gleich der Summe der beiden gegebenen Dreh gesch windigkeiten igt. 



§!'• 
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Zusammensetzung zweier enlgegengesebrt gerichleler Drehbewegungen um 
paralleEe Drehachsen. 

Wenn die beiden Drehgeacbwindigkeiten w, und Wi entgegen- 
P; ^n gesetzte Drehangsrichtun- 

gen haben, so kann man, 
wenn man will, die eine als 
positiv, die andere als ne- 
gativ betrachten und die 
Gleichungen des vorigen 
Paragraphen ala unmittelbar 
(i^Q-M, auch für diesen Fall gültig 

ansehen. Will man statt dessen zum Aufsuchen der Kesultirendea 
den directen Weg einschlagen, so wird man zunächst auf gleiche 






ZnsaiiutieiLsetiimg; z 



entgegengesetzt gelichteter DrelileneguDgen. 
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Weise wie im vorigen Paragraphen die Lage des augenblicklichen 
Drehpunktes festzustellen haben {Fig. 38). Ob derselbe links von 
dem Punkte 0, oder rechts von dem Punkte O^ zu suchen ist, diis 
wird davon abhäugeu, welche 7on den beiden gegebenen Drehge- 
schwindigkeiten M, und o\ die grössere ist. Wenn a>^ die grössere 
voD beiden ist, so wird der augenblickliche Drehpunkt links von 
dem Punkt Oj liegen; denn die beiden Geschwindigkeiten /j m, und 
l..% sollen einander aufheben; und es muss daher der grösseren 
Winkelgeschwindigkeit der kleinere Abstand als Factor beigesellt 
«erden, um das gleiche Product zu liefern. 

Die Drehgeschwindigkeit ij; der resultirenden Drehbewegung 
am den Punkt muss gleiche Richtung haben mit der { 



Drebgeschwindigkeit w, ; 
Fig. 39. 
ü 



fP 



denn es muss die Geschwindigkeit l,\^, 
welche für den Punkt 0^ 
durch die resultirende Be- 
wegung bedingt wird, über- 
einstimmen nach Grösse 
und Richtung mit der Ge- 
schwindigkeit la^, welche 
für diesen Punkt aus den 
beiden gegebenen Bewegungen sich ergiebt; und ebenso muss für 
den Punkt Og die aus der Resultirenden sich ergebende Geschwin- 
digkeit (/, -j- l)'\t übereinstimmen mit der durch die zwei gegebenen 
Bewegungen bedingten Geschwindigkeit /w^ (Fig. 3!)}. Wenn man 
die erstere der beiden Gleichungen: 

l,^ = lu>., (;-|-/l)^^=/ül, 
TOn der letzteren subtrahirt, so erhält man für die resultirende 
Drehgeschwindigkeit die Gleichung: 

hl, = /(m, — M^), oder: ^ = ra, — a^. 
Die Resultirende von zwei entgegengesetzten Drehgesehwiu- 
digkeiten mit parallelen Drehachsen ist also gleich deren Differenz 
md stimmt ihrer Biohtung nach mit der grösseren von beiden 
fiberein. 

Für den Abstand der Drehachse der resultirenden Drehbe- 

Glelchungen 



r Werth: 



la 



ia 






beer Abstand wird um so 



, je kleiner die Differenz der 
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beiden gegebenen Dreligeschwindigkeiten ist. Er wird unendlich 

gross, und die resulürende Drehgescbwindigkeit selbst wird gleich 

Null, wenn die beiden gegebenen Drebgesehwindigkeiten gleiche 

Grösse haben. Aus Fig. 40 erkennt 

^ '^* ,_,^ man, dafa eine solche mit der Dreh- 

'-^o geschwindigkeit Null erfolgende 

Drehbewegung um eine unendlich 
entfernte Drehachse als eine fort- 
li, schreitende Bewegung zu deuten 
ist. Denn sämmtliche Funkte der 
Achse 0, sowohl wie der Aebse Oj — folglich auch sämmtliche 
Punkte des Körpers überhaupt — haben in diesem Falle die ge- 
meinschaftliehe Geschwindigkeit: 

Die Hesultirende von zwei entgegengesetzten gleich grossen 
Drehgesohwindigkeiten um parallele Drehachsen ist also eine fort- 
schreitende Bewegung, deren Geschwindigkeit gleich dem Producte 
ans dem Abstände beider Achsen in eine der beiden gleichen Dreli- 
geschwindigkeiten ist, und rechtwinkelig zu der Ebene der beiden 
parallelen Achsen gerichtet ist. 

Aus der ümkehrung dieses Satzes ergiebt sich zugleich: dass 
jede gegebene fortschreitende Bewegung eines Körpers aufgefasst 
werden kann als gleichzeitiges Vorhandensein eines Paares von 
zwei gleich grossen entgegengesetzten Drebgesehwindigkeiten um 
parallele Drehachsen, sobald dieselben so angenommen werden, 
dass das Product ,, Drehgeschwindigkeit mal Abstand beider Achsen" 
gleich der Geschwindigkeit jener fortschreitenden Bewegung ist, 
«nd die Ebene der beiden Achsen zugleich rechtwinkelig zu der- 
selben steht. 

§ IB. 

4nM*("tetlung zweier Drehgeschwindigkeiten, deren Achsen einander schneiden. 
Parallelogranmi der Drehgeschwindiglteilen. 

ttt <l«r Ebene der beiden Drehachsen A B und A C giebt es 
•ine geradlinige Reihe von Punkten, welche sämmUich 
ivindigkeit Null haben (Fig. 41). Denn, wenn l^ und Zj 
Hf Liiigengrössen sind, welche der Bedingungsgleichung: 

m^iMtita die in jener Ebene parallel zu den Achsen, resp. 



Parallelogramm der Drehgeschwindigkeiten. 
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Fig. 41. 



ia den Abständen l^ und Z^ gelegten geraden Linien einander in 

dnem Punkte D schneiden, dessen zwei entgegengesetzt gleiche 

Geschwindigkeiten einander auf- 
heben. Wenn aber die beiden 
Punkte A und D des Körpers im 
Ruhestände sich befinden, so muss 
auch jeder von den übrigen Punk- 
ten der geraden Linie AD im 
Ruhezustände sich befinden, und 
es bildet daher diese Linie die 
^ Drehachse für die resultirende 
^ Drehbewegung. Diese Linie zer- 
legt den von den Drehachsen der 
beiden gegebenen Bewegungen 

«ingeschlossenen Winkel a in zwei Theile 6 und s, für deren 

Sious-Zahlen: 

sin 8 = - V, und sin s = -r^ 
AD AD 

^us obiger Bedingungsgleichung das Verhältniss sich ergiebt: 

sin 8 Zi (»2 

sin s U 




2 



(O, 



Die Winkelgeschwindigkeit 4> der resultirenden Drehbewegung 
ist so zu bestimmen, dass für irgend einen Punkt E der Achse 

AB die durch die resultirende 
Bewegung bedingte Geschwindig- 
keit avp übereinstimmt mit der 
Geschwindigkeit 602, welche die- 
ser Punkt vermöge der ursprüng- 
lich gegebenen beiden Bewegungen 
besitzt (Fig. 42). Die hieraus 

sich ergebende Bedingungsglei- 
chung: 

nimmt, wenn auf der rechten Seite Zähler und Nenner durch AE 
dividirt werden, die Form an: 

4» sin OL 




(D 



2 



sin 8 
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Das gleiche Verfahren auf irgend einen in der Ä,chse AG be- 
fiodlichen Punkt angewendet wurde zu der Gleichung geführt haben: 
■Jj ain a 



Durch Vereinigung dieser beiden Gleichungen erhält man die Pro- 
portion : 

vji : la^ : tög = sin a : sin e : ain 5. 
Genau dieselben Beziehungen sind es, welche auch stattfinden 
würden zwischen der Diagonale AB und den Seiten AB, AC eines 
Parallelogramms fFig. 43), welches man 
Fig. 43. erhält, indem man auf den gegebenen Achsen 

von ihrem Durchschnittspimkte aus die 
Strecken AB, AC abträgt, deren Längen- 
zahlen übereinstimmen mit den Wiakelzahleu 
der gegebenen Drehgeschwindigkeiten , und 
durch HinzufQgung der gegenüberliegenden 
Parallel-Seiten Ci*, .KDdieParallelogramm- 
Contruction vervollständigt. 

Es wird also — nicht nur der Grösse 
nach , soadern auch der Lage ihrer Dreh- 
achse nach — die resultirende Drehgeschwin- 
digkeit ili geometrisch dargestellt durch die 
Diagonale des aua den beiden gegebenen Drehgeschwindigkeiten ra, i 
und ctg auf die eben erklärte Weise gebildeten Parallelogramms, i 
Dieser Satz wird das Parallelogramm der Drehgesehwindig- 
keiten genannt. 

Es folgt aus diesem Satze, dass bei der Bestimmung dar Ke- 
sultirenden von zwei Drehgeschwindigkeiten, deren Achsen 
einander schneiden, dasselbe Verfahren angewendet werden kann, 
wie dasjenige, welches bei der Bestimmung der resultirenden Ge- 
schwindigkeit von zwei fortschreitenden Bewegungen anzuwenden 
sein würde; und nicht nur für die Resultirende von zweien, 
sondern. auch für die Resultirende von beliebig vielen Bewegungen 
tindet diese Gleichheit des Verfahrens Statt, da man durch Wieder- 
holung der Parallelogramm- Construetion letzteren Fall auf erateren 
zarückfiihren kann. Es darf daher der in § 4 gefundene Satz des 
Parallelepipedons der Geschwindigkeiten ohne Weiteres auch auf 
Drehgeschwindigkeiten übertragen werden, deren Achsen in einem 
und demselben Punkte einaD( 




r 
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Man hat jedoch, wenn man auf die oben beachriebene Weise 
die Drehgeschwindigkeiten durch gerade Linien von bestimmter 
Grösse, lliehtuiig und Lage geometrisch darstellt, zu beachten, dass 
ea in jeder geraden Linie zwei entgegengesetzte Richtungen giebt, 
nsd dass man nur dann zu einem richtigen Resultate gelangen 
wird, wenn man bei jeder von den gegebenen Drehgeaehwindigkeiten 
stets auf gleiche Weise verßhrt hinsichtlich der Auswahl desjenigen 
Zweiges der Achse , welcher die betreffende Drebgeschwindigkeit 
ihrer Richtung nach darstellen soll; z. B. indem man stets den- 
jenigen Achsenzweig wählt, von dessen unendlich fernem Endpunkte 
ans betrachtet die betreffende Drehung als eine von links nach rechts 
gerichtete oder mit der Bewegung des Uhrzeigers übereinstimmende 
erscheinen würde. 

Fig. «. ■ Fig. iö. Fig. i6. 
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Beispielsweise wurde nach dieser Regel das in in Fig. 44 dar- 

' 'gestellte Paar von zwei entgegengesetzten Drehgeschwindigkeiten auf 

die in Fig. 45 angedeutete Weise durch zwei geradlinige Pfeile 

darzustellen sein. Dieses Drebungspaar repräsentirt {nach § 17) 

eise fortschreitende Bewegung von der Geschwindigkeit: 

^ der Richtung rechtwinkelig zur Ebene der beiden Drehachsen, 
nnd zwar nach derjenigen Seite hin, von welcher aus betrachtet die 
Dreh ungs Vorrichtung des (als Kräftepaar aufgefassten) Drehungs- 
paars als vou links nach rechts herum gerichtet erscheinen wurde. 
Von den beiden entgegengesetzten Zweigen der Normalen ist es 
also der von nach i\' gerichtete Zweig, welcher die Richtung der 
Geschwindigkeit c anzeigt (Pig. 46). 
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Zusammensetzung v 
Beslimmung der 



I Drehgeschwindigkeiten bei beliebiger Lage der Drehachsen. 
;esultirenden von beliebigen gegebenen Bewegungen Binee 
Ktirpers. 

Wenn man sich auf die im vorigen Paragraphen erklärte 
Weise eine jede der gegebenen Drehgeschwindiglieiten durch eine 
gerade Linie von bestimmter Länge, Richtung nnd Lage geometrisch 
dargestellt denkt, und wenn z. B. die geradlinige Strecke PQ = o, 
in Fig. 47 als Rfipräsentant der einen von denselben gegeben wäre, 
so könnte man, ohne Etwas an der Bewegung zu ändern, von dem 
Coordinaten-Ursprunge ans nach entgegengesetzten Seiten hin parallel 
und gleich FQ die beiden 
^'^- ^^- ^ geradlinigen Stücke AM, AN, 

hinzufügen, deren jedes wie- 
derum in derselben Weise als 
RepräsoQtant einer Drehge- 
schwindigkeit D), betrachtet 
werden soll. Man würde dann 
statt der einen gegebenen — 
drei Drehgeschwindigkeiten er- 
halten, und von diesen dreieo 
bilden zwei, nämlich PQ und 
^lA'^i ein Paar von entgegen- 
■* gesetzt gleiuhen Drehgeaehwin- 

4igkeiten um parallele Drehachsen, also nach § 1 7 eine fortschreitende 
Bewegung, deren Geschwindigkeit gleich dem Produkte ans der Dreh- 
geschwiudigkeit in den Abstand der beiden Achsen ist und rechtwinkelig 
zur Ebene derselben gerichtet ist. 

Wenn man auf gleiche Weise in Bezug auf jede der übrigen 
gegebenen Drehgeschwindigkeiten verfährt, so erhält man im Ganzen 
eine ebenso grosse Anzahl von fortschreitenden Bewegungen, als die 
2ahl der gegebenen Drehbewegungen betrug, und ausserdem noch 
ebenso viele Drehbewegungen um Achsen, die einander sämmtlich 
in dem Punkte .'I schneiden. Denkt man sich die Geschwindig- 
keiten der sämmtlicben fortschreitenden Bewegungen nach der in 
§ 4 gefundenen Regel zu ihrer Eesultirenden v zusammengesetzt 
und ebenso die Geschwindigkeiten der Drehbewegungen um die im 
Punkte A einander schneidenden Achsen mittelst der im vorigen 
Paragraphen gefundenen Methode zu ihrer Hesiilirenden o zusammen- 
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kann man dann 
Fig. iS. 



1^5^ 



so erkennt mao, dass die Kesultireade sämmtlicher ge- 
inen Drehbewegungen aufgefasst werden kann als eine mit der 
'inlcelgeschwindigkeit w stattfindende Dretibewegung um eine 
daroh den willkürlich gewählten Punkt A gelegte Drebaehse, ver- 
bunden mit einer gleichzeitig vorhandenen fortBchreitenden Be- 
wegung, deren Geschwindigkeit v ist. (Diese reaultirende Bewegung 
es wfiuschenswerth erscheinen sollte — mittelst 
des in § 1 4 erklärten Verfahrens auL-h wieder auf 
die Form einer Schraubenbewegung 
bringen). 

Für die drei Seitengeschwindigkeiten der 
Drehgeschwindigkeit -'13/= Wj ergeben sich 
aus Fig. 48 die Werthe: 

w, cos«!, w, cosßi, ojj cos 7,. 
Man erhält also, wenn man die analoge 
Bezeichnungsweise hinsichtlich der übrigen 
gegebenen Drehgeach windigkeiten w^, a^ . . . 
1" anwendet, für die drei Seitengeachwindig- 

keiten der resultirenden^Drebbewegung die Gleichungen: 

U, = 2 (W cos a), W, = i; (w cos ß), M, = 2 (w C03 y). 

Um von den drei Seitengeseh windigkeiten v,, v,, v, der resul- 
tenden fortschreitenden Bewegung zunächst diejenige zu finden, 
i in die Richtung AX fällt, hat man jede der beiden Dreh- 
geschwindigkeiten PQ ^ 
B, und AN=ai, wel- 
che das erste Paar bilden, 
in ihre drei Seitengeseh win- 
digkeiten zu zerlegen und 
die Beiträge zu bestimmen, 
welche jedes der auf sol- 
che Weiae entstehenden 
drei Paare zu der Ge- 
schwindigkeit v^ liefert. 
Man erkennt aus Fig. 49 
sofort, dass das aus den 
beiden Geschwindigkeiten ra, coa a, bestehende Paar keinen solchen 
Beitrag liefert, weil die durch dieses Paar repräsentirte fortachreitende 
Bewegung rechtwinkelig zu der Diagonal-Ebene ABPiGt folglich 
auch rechtwinkelig zur Achse AX gerichtet ist. Wenn man dann 
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ZU den noch übrig bleibenden beiden Paaren an den Punkten B, 2>, E 
4ie in Fig. 50 durch punktirte Linien dargestellten vier Geschwindig- 
keiten hinzufügt (welche paarweise einander aufhebend an der Be- 
wegung Nichts ändern), so erkennt man ferner, dass von den auf 
solche Weise entstehenden vier Paaren es nur die in Fig. 51 dar- 
gestellten beiden Paare sind. 



^c^Ti 




u),cosB. 






^^^' ^' welche zu der Seitenge- 

schwindigkdt v„ Beiträge 
liefern, da die den andern 
beiden Paaren entsprechen- 
den fortschreitenden Be- 
wegungen wiederum recht- 
winkelig zu AX gerichtet 
sind. 

Von den beiden Beiträ- 
gen, welche die in Fig. 51 
dargestellten Drehungs- 
paare zu der Geschwindig- 
tert v^ liefern, ist der eine positiv und hat die Grösse + (»i cos Yi ^i ; 
der andere ist negativ und hat die Grösse — (X)^ cos ß^ Zj^. Man er- 
hält also durch Summation der von sämmtlichen gegebenen Dreh- 
bewegungen gelieferten Beiträge für t?, den Werth: 

Va, = 2 (oj cos Y y — (o cos ß z). 

Genau dasselbe Verfahren 
Fig- 51- kann man anwenden, um 

^ die Beiträge zu bestimmen, 

^ welche die einzelnen Dreh- 

ungspaare zu den fort- 
schreitenden Bewegungen in 
den Achsenrichtungen AY 
und AZ liefern. Es er- 
geben sich dann auf ana- 
loge Weise die Gleichungen : 

Vy=^ (cjcosoiz — CO cos Y rc), 
17^=2 (ca cos ß ir — cj cos a y). 
Die Geschwindigkeit der resultirenden fortschreitenden Bewegung 
liat also die Grösse: 

«und die Winkel X, [jl, v, welche ihre Richtung resp. mit den drei 
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räinaien-Äcfaseii ^ X, AY, ^^ eioscbliesst, sind bestimmt durch 
die Gleichungen: 

C09 X = ^^, C03 [). = ' , cos V ^ ' ■ 

Dia Geschwindigkeit der resultirenden Drehbewegung hat die Grösse: 



die Drehachse derselben geht durch den Punkt A und scbliesst da- 
Bslbst mit den drei Coordinaten-Achsen reap. die Winkel a, ß, f, 
ein, Welche zu bestimmen sind aus den Gleichungen: 



- — ^, cos ß = 



3-{=- 



WSren ausser den gegebenen Drehbewegungen noch fort- 
sehreitende Bewegungen gegeben gewesen, so würde man die 
Geschwindigkeiten derselben zu einer Resultirenden zusammen zu 
setzen und diese wiederum mit der Geschwindigkeit i; zu einer 
neuen Resultirenden zu vereinigen haben. Da nach § 13 und g 14 
eine jede beliebige gegebene Bewegung eines Körpers stets auf- 
gefasat werden kann als zusammengesetzt aus einer Drehbewegung 
und einer fortschreitenden Bewegung, so ist die Aufgabe: von 
beliebigen gegebenen Bewegungen eines Körpers die Eesultirende 
zu bestimmen, hiermit in ihrer allgemeinsten Form als gelöst zu 
betrachten. 

^^^P Beschleunigungscanirum. 

^J~ Nach § 1 1 kann die Bewegung einer ebenen Figur in ihrer 
^DBmie aufgefasst werden als Rollen einer mit der Figur verbundenen 
rvflfeglichen Curve auf einer festen Curve. Wenn u die Ge- 
schwmdigkeit ist, mit welcher die den augenblicklichen Dreh- 
punkt der in ihrer Ebene sich bewegenden Figur bildende Be- 
rührungsstelle der beiden Curven längs der festen Curve fortrückt, 
80 ist OOj =u(H der Weg, welchen dieselbe während des un- 
endlich kleinen Zeitraumes dt zurücklegt (Fig. 62). Der Punkt 
in der beweglichen Ebene ist derjenige Punkt, welcher im An- 
fange der Zeit dt die Geschwindigkeit Null hatte, und dieser 
Punkt erreicht am Ende der Zeit dt die der Drehung um den neuen 
Prebpunkt 0^ entsprechende Peripherie-Geschwindigkeit: 
od, (ci + da) = udt (oJ + da). 
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Das Portrücken des augenblicklichen Drehpunktes kann daher auf- 
gefasst werden als eine neben der Drehbewegung stattfindende fort- 
schreitende Bewegung 
von der Beschleunigung : 



Fig. 52. 




udt(G) A- d(X)) - 
^ • L oder 

dt 



UG> 



*Ä 



. in der Richtung der ge- 
meinschaftlichen Nor- 
malen der beiden Curven. 
Wenn der augenblick- 
w» liehe Drehpunkt seine 
^Lage nicht änderte, so 
würde die Beschleu- 
nigung des Punktes 
M (nach § 6) aus der 
Centripetalbeschleunigung rco^ und der Tangentialbeschleunigung 

r-3- = r6 sich zusammensetzen. Die Totalbeschleunigung des 
dt 

Punktes M setzt sich daher aus den drei Beschleunigungen: t/t», 

ro^ und re zusammen. Aus Pig. 63 erhält man hiernach für die 

Beschleunigungen in den ßich- 

^i&- ^- tungen der beiden Coordinaten- 

^ Achsen die Gleichungen: 

1) p^ = re sin a — ro* cos a, 

2) p^ = ucj — rcj^ sin a 
— rs cos a, 

welche nach Substitution der 
Werthe r cos a= a; und r sin a 
= y die folgenden Pormen an- 
nehmen: 

3) p„ = ey — (o^x, 

4) p^ = u(o — (o^y — zx. 

Für ir = und y = wird 
Pjc = ^ und py = u(o. Der 
augenblickliche Drehpunkt, welchen man auch das Geschwindigkeits- 
centrum nennen kann, hat also nur die Beschleunigung u(o in der 
Richtung der F-Achse. 

Wenn man ^«. = setzt, so erhält man für den geometrischen 




Bes Db lauiii gnn gscen tr u I II. 

Ort aller derjenigen Punkte, deren BeschleuniguDgen parallel zur 
F-Achse gerichtet sind, die Gleichung: 

5) , = "'-,r, 
velche zeigt, dass alle diese Funkte in einer geraden Linie liegen 
vom SteigungsTerbältniss: 

6)4^ = -- 

' ((X E 

Wenn man ein anderes Mal j<, ^= setzt, so erhält man für 
den geometrischen Ort alier derjenigen Punkte, deren Beschleunigungen 
parallel zur JT-Achse gerichtet sind, die Gleichung: 

welche zeigt, dass alle diese Punkte ebenfalls iu einer geraden 
Linie liegen, und zwar vom Steigungsverhältniss: 



sind also rechtwinkelig zu einander 
gerichtet und schneiden einander in 
einem Punkte P, für welchen die Be- 
dingungsgleichungen p^- =-■ und 
^^ ^ beide gleichzeitig erfüllt sind. 
Dieser Punkt P wird das Beschleu- 
nigangscentrum genannt, insofern 
derselbe unter allen Punkten der be- 
weglichen Ebene der einzige ist, dessen 
Totalbeschleunigung die Grösse Null 
hat (Fig. 54). Für die Coordinaten 
dieses Punktes erhält man durch Auf- 
lösung der beiden Gleichungen 5) und 
7), indem man darin x ^= Xq und 
)/ ^^ (/u setzt, die Werthe : 



Wenn man x = x^ ^% und // ^ ^o + t, setzt, so erhält man 
■ die Beschleunigungen p^ und ji^ die Ausdrücke: 
ll)i., = e(//o+-ri) — ß,'(x„-f 4), 
12) ;., = MO, - «» (y„ + ir,) - e (a:o + $), 

ter, AnalytiichG Ideth&nlt, 3. Auti, 4 
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Fig. 55. 



welchen man nach Substitntlon der oben für x^ und j/q gefundec 
Werthe auch die folgenden Formen geben kann: 

13) i?x = sTj — aj«§, 

14) pj, = — e? — oj^iq. 

Zu denselben Resultaten würde man gelangen, wenn man a 
nähme, dass die bewegliche Ebene um den Punkt P mit c 
Winkelgeschwindigkeit » und mit der Winkelbeschleunigung e si 
dreht, in welchem Falle die Totalbeschleunigung des Punktes 

aus der Centripetalbeschleui 
gang gco^ und der Tangentiall 
schleunigung pe sich zusamme 
setzen würde; denn nach Fig. 
würden aus dieser Annahme die f 
genden Gleichungen sich ergebe 

15) p^ = ps sin 8 — po.* cos 8, 

16) Ä = — pecosS — pcD^sin 
aus welchen man nach Subs 
tution der Werthe p cos 8 = 
und p sin 8 = IQ wiederum ( 
obigen Werthe erhält. Nach d 
beiden Gleichungen 13)undl4)t 




/f 



\v 



\ 



/>ßji 



o 



J^o 



die Totalbeschleunigutig des Punktes M die Grösse: 

17) p = Ypi-{'vl = p Y^+^'~' 

Diese Gleichung zeigt, dass alle diejenigen Punkte, deren Tofa 
beschleunigungen gleich gross sind, in einer Kreislinie liegen, der 
Mittelpunkt das Beschleunigungscentrum bildet. 

§ 21. 
Wendekreis und Wechselkreis (Bresse'sche Kreise). 



Fig. 56. 




Die Totalbeschleunigung d 
Punktes M kann man sich au 
in die normal zu seiner Bah 
11 nie gerichtete Beschleunigung 
und die tangenial zu derselb 
gerichtete Beschleunigung p^ ze 
legt denken (Fig. 56). Für die 
beiden Seitenbeschleunigungen e 
geben sich aus Fig. 53 die Gh 
chungen : 

1) p„ = ra^ — wo sin a, 

2) pt = rs — wo cos a. 
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welche nach Substitution der Werthe cos a = — und sin a = — 

r r 

die folgenden Formen annehmen : 

i) Pn = r(D^ f , 

r 

.. U(3>X 

i) p, =re • 

Indem man^^ = setzt, erhält man für den geometrischen 
Ort aller derjenigen Punkte, welche nur Tangentialbeschleunigungen 
besitzen, die Gleichung: 

CO 

welcher man nach Substitution des Werthes r^ = x^-{-y^ auch die 
folgende Form geben kann: 

6) x^ = ^ — y\ 

Diese Gleichung zeigt, dass alle jene Punkte in einer Kreislinie 
liegen Tom Halbmesser: 



7) B = /-. 

2(0 

Nach § 6 entspricht dem Werthe jp„ = ein unendlich grosser 
Krümmungshalbmesser der Bahnlinie, wenn die Geschwindigkeit v 
eine endliche Grösse besitzt. Jener Kreis kann daher der Wende- 
kreis genannt werden, insofern im Allgemeinen jeder Punkt dieser 
Kreislinie in dem betreffenden Zeitpunkte einen Wendepunkt seiner 
Bahnlinie eirreicht. Einen Ausnahmefall bildet das dieser Kreislinie 
ebenfalls angehörende Geschwindigkeitscentrum, welches in dem be- 
treffenden Zeitpunkte eine Spitze seiner Bahnlinie erreicht. Der 
Gleichung des Wendekreises kann man auch die folgende Form geben: 

8) x^ = 2Ry-y\ 

und dieselbe zeigt, dass der Mittelpunkt des Wendekreises in der 
T-Achse liegt. 

Wenn man ein anderes Malp, = setzt, so erhält man für 
den geometrischen Ort aller derjenigen Punkte, welche nur Nor- 
malbeschleunigungen besitzen, die Gleichung: 

9) ^^^^ = r\ 

S 

welcher man nach Substitution des Werthes r^ = x^ -\-y^ auch die 
folgende Form geben kann: 

10) y^ = — X — x^ 
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Dieae Gleiehnng zeigt, daas lÜe Pnokta, deren Taogentäalbeseble»- 
nignngen die Grösse yull besitzen, ehBD&lIa in einer KreisUnio 
li^en, and iwar in einer Kreislinie Tom Halbmesser: 

Da nach § 6 für jeden Punkt dieser Kreislinie ^ = wird 

erreicht die Geschwindigkeit o in dem betreffenden Zeitponkt ein 
Maiimnm oder Minimum, d. h. die Geschmndigkeitsgrösse geht 
entweder aas dem Wachsen in das Abnehmen über, oder ans dem 
Abnehmen in das Wachsen. Dieser letztere Kreis kann daher der 
Wecbselkreis ge- 
■aont werden, insofern 
£e Äendening der Ge- 
sell windigkeitsgrösse je- 
des in dieser Kreislinie 
liegenden Punktes in 
dem betreffenden Augen- 
blicke einen Wechsel 
des Torzeichens erlei- 
det. Der Gleicbang des 
Wechselkreises kann 
man auch die folgende 
Form geben: 

12) !/» = 2iSx— ar», 
und dieselbe zeigt, dass 
der Mittelpunkt desselben in der X-Achse liegt. Die beiden 
Pniikte, in welchen der Wendekreis und der Wechselfcreis ein- 
ander BchoeideD, sind das GeschwindigkeitsceDtrum und das Be- 
sobleDniguDgscentmm (Fig. 57). 

W«nn /, B. eine kreisfQnnige Scheibe vom Ealbmeeser r mit der con- 
itanien Ge>chwiiidigkeit c = rta aaf einer horiioDt&len geredea Linie rollt, 
■0 Iflt ( ^ und u := c =^ ru zu setieo (Fig. 68). Ana den Gleichnngen 9) 
ond 10) deg rorigeii Vnngrt.\ihen ergeben sich hiernach ffir die Coordioaten 
dei SeBcIilcnnigungHCentrnins die Werthe: 

a-o = nnd y^ = r. 
Daa BeBclilennigungaeetitrniu füllt also in diesem Falle mir dein Mittelpunkt« 
des rollenden Kreide« KUfiaitmien. Aus den GleichiiDgen T) nnd 11) erhält man 
resp. für den HalbnieBBer des Wendekreisca und l'ür den Halbmesser dea 
Wectuelkreiiea die Wertlio 

fi = ir und ai = oo. 
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Fig. 58. 
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Der Wechselkreis nimmt also 
in diesem speciellen Falle die 
Form einer geraden Linie 
an, welche mit der F-Achse 
zusammenfällt. Die gerade 
Linie, deren Punkte nur 
Vertical - Beschleunigungen 
hesitzen, fällt ebenfalls mit 
der Y - Achse zusammen, 
während die gerade Linie, 
deren Punkte nur Horizontal- 
beschleunigungen besitzen, 
mit der durch den Mittel- 
punkt des rollenden Kreises 
gelegten Horizontalen zu- 
sammenfällt. 

Zu analogen Eesultaten 
führt die Anwendung der 
obigen Gleichungen auf die 
in Fig. 27 dargestellte Be- 
wegung, wenn auch hier an- 
genommen wird, dass der 
littelpunkt des rollenden Kreises mit der constanten Geschwindigkeit 
=rM sich bewegt (Fig. 59). In Bezug auf diesen Fall erhält man resp. für 

den Halbmesser des Wende- 
Fig. 59. kreises und den Halbmes- 

^ ser des Wechselkreises die 

Werthe : 

E = r und 8fl=:oo. 

Jedoch verliert der Begrifi 
des Wendekreises in die- 
sem speciellen Falle seine 
eigentliche Bedeutung, inso- 
fern jeder Punkt der Peri- 
pherie desselben hier gerad- 
linig sich bewegt, also eine 
Bahnlinie beschreibt, deren 
Krümmungshalbmesser be- 
'p'^o" ständig unendlich gross 
bleibt. Die Punkte A und 
B bewegen sich, wie in § 1 1 
gezeigt wurde, in den Schen- 
keln des rechten Winkels 
APB und zwar mit Be- 
schleunigungen, deren Grös- 
sen wie die Abstände AP 
X und BF sich verhalten. 
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Capitel V. 

Eelative Bewegniig. 

§ 22. 
Retative Bewegung des Punktes in Bezug auf einen lartsc 
Das gleichzeitige Vorhandenaein zweie: 
Körpers kann man so auffassen, als ob der Kaum, in welchem der 
Körper die erste Bewegung ausführt, seinerseits gleichzeitig die 
zweite Bewegung ausführt. Jene erste Bewegung ist also diejenige 
welche der Körper wirklich auaführea würde, wenn der Raum im 
Ruhezustände sich befände, oder diejenige, welche einem an der 
Bewegung des Eaumes theilnehmenden — aber von seiner Bewegung < 
Nichts merkenden — Beobachter als die wirkliche Bewegung des ' 
Körpers erscheinen würde. Mao nennt deshalb jene erste Bewegung 
die scheinbare oder auch die relative Bewegung des Körpers in 
Bezug auf den bewegten Baum. Die Bestimmung der wirklichen I 
Bewegung des Körpers aus der gegebenen relative» Bewegung und 
der gleichfalls gegebenen Bewegung des Raumes ist eine Aufgabe, 
welche im vorigeu Capitel bereits gelöst wurde. Es soll in gegen- 
wärtigem Capitel die umgekehrte Aufgabe gelöst werden, nämlich: ■ 
aus der gegebenen wirkliehen Bewegung des Körpers und der ge- 
gebenen Bewegung des Raumes die relative Bewegung des Körpers 
in Bezug auf den Raum zu bestimmen. 

Diese Aufgabe kann auf zweierlei Art gelöst werden. Man 
kann entweder die gegebene wirkliche Bewegung auf solche Weise 
in zwei Bewegungen zerlegen, dasB die eine derselben überein- 
stimmt mit der gegebenen Bewegung des Raumes; dann wird die 
andere die gesuchte relative Bewegung bilden. Oder man kann 
auch zu der gegebenen wirklichen aus jenen zweien sich zusammen- 
setzenden Bewegung noch eine dritte Bewegung hinzufügent welche 
genau das Entgegengesetzte bildet von der Bewegung des Raumes. 
Durch das Hinzutreten dieser neuen Bewegung wird die Bewegung 
des Raumes aufgehoben, und die Reaultirende dieser drei Bewegungen 
wird daher übereinstimmen mit derjenigen, welche beim Ruhezu- 
stande des Raumes die wirkliche Bewegung des Körpers sein vrürde, 
d. h. mit der gesuchten scheinbaren oder relativen Bewegung. 

Wenn die wahre Bewegung des Körpers und die Bew^ung ■ 
des Raumes beide fortschreitende Bewegungen sind, so wird 
auch die relative Bewegung des Körpers eine fortschreitende seio. 



Z. 




Belative Bewegung des Pnnltte?. 
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1 bei der fortschreitenden Uewegung eines Körpers alle Punkte 
dasselbeß anf gleiche Weise sich bewegen, so wird in diesem Falle 
die Bewegung des Körpers sowohl wie des Baumes behandelt 
werdan dürfen wie die eines einfachen PuEktes. Es handelt sich 
also in diesem Falle um die BestimmuDg der relativen Bewegung 
eines Punktes in Bezug auf einen anderen Punkt. Man versteht 
darunter die relative Bewegung des ersten Punktes in Bezug auf 
tiuen fortschreitenden Raum, welchem der zweite Punkt angehört, 
öder in Bezug auf ein in fortschreitender Bewegung begriffenes 
Ooordinaten-System, in welchem der zweite Punkt den Durchschnitts- 
pnnlrt der drei Achsen bildet. 

Uan findet die relative Geschwindigkeit des ersten Punktes, 
indem man zu seiner wirklichen Geschwindigkeit noch die in 
entgegengesetztem Sinne genommene Geschwindigkeit des zweiten 
Panktes hinzufügt und die Resultirende von beiden bildet. Wenn 
also die wirkliche Geschwindigkeit des ersten Punktes Null ist, 
80 ffud seine relative Geschwindigkeit unmittelbar dargestellt durch 
die in entgegengesetztem Sinne genommene Geschwindigkeit des 
anderen Punktes. 

Wenn z. B. der eine Punkt P eine Ellipse beschreibt, in wel- 
r der andere Punkt die Lage eines der Brennpunkte einnimmt, 
so wird die Bahnlinie der relativen 
Bewegung des Punktes in Bezug 
auf den Punkt P ebenfalls eine Ellipse 
sein, in welcher der Punkt P die 
Lage eines der Brennpunkte einnimmt 
(Fig. 60). Man findet diese zweite 
(in der Figur punktirte) Ellipse, indem 
man sieh den Punkt eine Bewegung 
ausführend denkt , welche mit der 
wirklichen Bewegung des Punktes P 
in solcher Weise correspondirt, dass 
S Geschwindigkeit des Punktes stets der Geschwindigkeit v des 
Punktes P gleich und entgegengesetzt ist. 

B § -^- 

^H Relative Bewegung des Punktes in Bezug auf einen in beliebiger Bewegung 

^H begriffenen Raum. 

Nach § 13 kann eine beliebige gegebene Bewegung des geo- 
metrischen Körpers immer betrachtet werden als zusammengesetzt 
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di« fortschrntendB Bew eg iu i b 
Iwbigen PtinUcs des Karpen genrihtt «od«; ^ ragehai^e Drdi- 
bevegai^ öt dau cmt DrAn^ um Unuin PnU, d. b. um irgeid 
äat dareh dieaen Psakt grteads Dre hachw . Ween oan die ge- 
gebene Bevegoi^ des Rsana, ia Bezog asf vddteB die rdaÜTe 
Bew^oDg nnes Foslctes bestinmt »e ri M i mIü, sn fiesem Gesiehte- 
piinkte betrachtet und als foctodratende Beweguag de^etben die 
Bewegung derjenigeii Stelle answiblt, «elebe der Fault zur Zeit 
gerade eio&imiiit in dem bew^ten Baame. so es^fat sich, dass 
die relative Geachwicdi^keit aof die^lbe Weise bestünmt werden 
kaDD, wie bei der im Torigen Paiagiaphen bebaadeltes relativen 
Bewegung eines Punktes in Bezug aof eines anderen Punkt; 
denn die Drebni^ des Baomes nm jenen Punkt kann zd der rela- 
üvea Geschwindigkeit keinen Beitrag liefern. 

Um die relative Geschwindigkeit des Punktes in finden, hat 
man demnach zu seiner wahren Geschwindigkeit noch die Geschwin- 
digkeit derjenigen Stelle des bewegten Baumes, welche der Funkt 
in dem Augenblicke gerade einnimmt, in entgegengesetztem Sinne 
genommen binzuzufugen. Die Bahnlinie der relativen Beweguag 
findet man, indem man sich die Üahnlinie der wirklichen Bewegung 
einem Körper angehörend denkt, der eine Bewegung ausführt, welche 
das Entgegengesetzte bildet von der gegebenen Bewegung- des Baumes. 
Denkt man sich den Punkt z. ß. längs der geraden Linie AB 
seine wahre Bewegung gleichförmig mit der Geschwindigkeit c ans- 
führend, und eine kreisförmige 
Scheibe, deren Durchmesser 
die Linie AB bildet, gleich- 
förmigmit der Winkelgeschwin- 
digkeit a von links nach rechts 
um ihre Achse sich drehend, 
so hat man sich, um die rela- 
tive Bewegung des Punktes 
in Bezng auf die Scheibe zu 
finden, die Linie AB von 
rechts nach links mit der 
Winkelgeschwindigkeit ro um 
ihren Mittelpunkt sich drehend 
zu denken, während der Punkt 
In ihr mit der Geschwindigkeit c vorrückt (Fig. (il). Nach Ablauf 
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Seit * wird der Punkt die Strecke ÄN=c.i zurückgelegt 
haben, und die Drehscheibe bat während dieser Zeit um den 
Wiuke! mt von links nach rechts sich gedreht um den Mittel- 
pDiikt M. Die der Zeit t entsprechende Stelle P der relativea 
Bahnlinie wird daher diejenige sein, zu welcher der Punkt N ge- 
iMgt, wenn die Linie A N um den Winkel w . t von recbta nach 
lintä gedreht wird um den Drehpunkt M. Durch Wiederholung 
dieser Construction für andere Werthe der Zeit t erhält man die 
übrigen Punkte der relativen Bahnlinie, so z. B. den Endpunkt Z, 
mleher der Zeit T (als ganzer Bewegungsdauer) entspricht, indem 
man die Stelle aufsucht, an welche der Endpunkt B der wirklichen 
BaliDlinie gelangt, wenn die Linie AB um den Winkel w . T von 
rechts nach links gedreht wird. Wenn zufallig coT^tz ist, so 
fällt der Endpunkt Z mit dem Anfangspunkte A zusammen. Durch 
Verbindung der beiden Gleichungen: 

cT=2r, aT^T. 
erhält man als Bedingung für dieses Zusammentreffen die Gleichung; 



Wenn die Bahnlinie AB der wirklichen Bewegung die Dreh- 
achse des Raumes unter einem 
^'K- ß- spitzen Winkel sehneidet, ao liegt 

die relative Bahnlinie auf einer 
Kegelfläche (Fig. 62). Man findet 
den der Zeit t entsprechenden 
Punkt P der relativen Bahnlinie, 
indem man wiederum die Stelle 
aufsucht, an welche der End- 
punkt N der wirklich zurückge- 
legten Strecke .4 JV=; c . ( gelangt, 
wenn die Linie --1 N um den 
Winkel at in einer der wirk- 
lichen Drehung des Raumes ent- 
gegengesetzten Richtung um die 
Drehachse gedreht wird, ebenso 




den der Zeit i, entapreebenden Punkt Pj, indem man sieh die Linie 
ANi ^c.ti in gleicher Weise um den Winkel wi, gedreht denkt. 
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s geometrischen KGrpers in Bezug aul e 
Kfirper. 



Die Bewegung eines jeden der beiden Körper kaoo im Allge- 
meinen betrachtet werden als zusammeDgesetzt aus einer fortschrei- 
tenden Bewegung und einer Drehbewegung. Man erhält die relative 
Bewegung des einen Körpers Ä in Bezug auf einen anderen 
Körper B, indem man zu den beiden wirklichen Bewegungen des 
Ki5rpers A noch die in entgegengesetztem Sinne genommenen beiden 
Bewegungen des Körpers B hinzufügt und die aus diesen vier Be- 
wegungen resultirende Bewegung des Körpers A bestimmt. 

Wenn z. B. eine Seliraubenspindel in ein ruheniieB Schrauben luutter- 
gewinde b ine ingeseh raubt wird, so ist die relative Bewegung der Schraubeu- 
mntter in Being auf die Sehraubenspindel eine Schranbenbewegung , bei wel- 
cher Bowolil die Drehbewegung als auch die fortsrh reit ende Bewegnng in eut- 
gesen gesetztem Sinne erfolgt, also dieselbe, wie wenn die Schraube nmatter 
auf die ruhende Si'hiauhenspindel bin aufgeschraubt würde. 

Wenn jeder von den beiden Körpern eine Drehbewegung um 
eine feste Drehachse ausführt, so wird die relative Bewegung des 
einen Körpers in Bezug auf den anderen als Resultirende von zwei 
Drehbewegungen sich darstellen. Sind die beiden Drehachsen parallel 
und die beiden Drehgeschwiudigkeiten entgegengesetzt, so wird die 
relative Bewegung des Körpers ,1 in Bezug auf den Körper B als 



Fig. 63. 



Resultirende sich zusammensetzen aus 
seiner wirklichen Drehgesehwindig- 
keit <^i und der in entgegengesetztem 
Sinne genommenen Drebgeschwindig- 
keit a, um die parallele Drehachse 
des Körpers ß, also als Resultirende 
von zwei gleich gerichteten Drehge- 
schwindigkeiten (0 und co^ um parallele 
Drehachsen sieh darstellen (Fig. 63). 
Diese resultirende Drehgeschwindigkeit 
ist gleich der Summe der beiden 
Drehgeschwindigkeiten, und die Dreh- 
achse C der Besultirenden hat eine 

solche Lage, wie sie der in § 16 gefundenen Bedingnngsgleichung 

rta^^fjai entspricht. 

Denkt man sich die beiden rotirendea Körper als Cjlinder tod 

den Halbmessern r und r^, so ergiebt sich, dass die relative Be- 
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weguDg des Cyimders A in Bezug auf dea Cyliuder B io einem 
Rollen längs der Peripherie desselben besteht, welches \a jedem 
ÄngenbÜcke als eine um die Berührungsliiiia als Drehachse mit der 
Drehgeschwindigkeit a -\- a^ erfolgende Drehbewegung aufgefasst 
werden kann. Die relative Bahnlinie irgend eines Punktes P in 
der Peripherie des Ki-eisea wird daher eine Epicjcloide sein. 

Wenn die beiden Drehacliseii einander schneiden, so kanndie relative 
Bewegung des einen Körpers in Bezug auf den anderen ala Resul- 
tirende von zwei Drehgesehwindig- 
keiten um Achsen, die einander 
schneiden , nach dem Parallelo- 
gramm der Drehgeschwindigkeiten 
' bestimmt werden. Die Drehachse 




der Kesultirenden theilt den Winkel 
zwischen den beiden Achsen auf 
I Weise in zwei Theile, wie 
der in § 18 gefundenen Be- 
dingung ra =^ r^a^ entspricht 
{Fig. M). Denkt man sich die beiden Körper als Kegel mit diesen 
Winkeitheilen als halben Convergenzwinkeln, so ergiebt sich, dass 
die relative Bewegung des Kegels A in Bezng auf den Kegel B 
in einem Rollen längs der Mantelfläche desselben besteht. Die 
BsJinlinie der relativen Bewegung irgend eines Punktes der Mantel- 
ükh des einen Kegels in Bezug auf den anderen Kegel ist in 
diesem Falle eine sphärische Epicycloide. 

§ 25. 
Beschleunigung der relativen Bewegung. 
Denkt man sich einen Punkt längs der Bahnlinie MN irgend 
eine Bewegung ausführend und diese 
Bahnlinie einem Körper oder Räume 
angehörend, welcher seinerseits gleich- 
zeitig eine fortschreitende Bewegung 
ausführt, so kann die erstere Bewegung 
als relative Bewegung in Bezug auf 
den fortschreitenden Raum aufgefasst, 
und die Beschleunigung derselben die 
relative Beschleunigung genannt wer- 
den (Fig. 65). Ausser dieser relativen 
Beschleunigung pi hat dann der Punkt 



Fig. 6ö. 
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noch eine zweite Beschleunigung jij, welche die allen Punkten des 
bewegten Hanmea gemeinsauie Beschleunigung; seiner fortachreiten- . 
den Bewegung ist. Die wirkliche Beschleunigung des Punktea 
wird also aus den beiden Beschleunigungen pj und p^ als Reaul- 
tireode sich zusammensetzen. 

Anders verhält es sich jedoch, wenn die Bewegung des Kaumes 
als eine beliebig gegebene aus einer fortschreitenden und einer 
Dreh-Bewegung zusammengesetzt betrachtet werden musa. In die- 
sem Falle kommt zu den beiden Beschleunigungen p^, p._, in Folge 
der gleichzeitig stattfindenden Drehbewegung noch eine dritte 
Beschleunigung p^ hinzu, welcbe auf folgende Weise bestimmt 
werden kann. 

Die beliebig gegebene Bewegung eines Körpers oder Raumes 
kann nach g i'i auf unendlich viele verschiedene Arten betrachtet 
werden als zusammengesetzt aus einer fortschreitenden Bewegung 
und einer Drehbewegung, je nachdem man den einen oder den 
anderen Punkt des Körpers auswählt als denjenigen, dessen Be- 
wegung die fortschreitende Bewegung des Körpers darstellen soll. 
Wählt man im vorliegenden Falle diejenige Stelle des bewegten 
Raumes, welche der Punkt zur Zeit in demselben einnimmt, oder 
diejenige Stelle der relativen Bahnlinie, durch welche der Punkt in 
dem Augenblicke gerade hindurchgeht, so wird die zugehörige Dreh- 
bewegung eine mit irgend welcher Drehgeschwindigkeit ta erfolgende 
Drehung um eine durch diese Stelle hindurch gelegte Achse sein 
Es wird also während des auf jenen Zeitpunkt folgenden 
unendlich kleinen Zelttheilchens dt 
der bewegte Punkt aus der Dreh- 
achse — in welcher er zu Anfang 
desselben noch sich befand — heraus- 
treten, und zugleich die Drehbe- 
wegung beginnen, ihren Einfiuss auf 
die Bewegung desselben auszuüben, 
Dieser Einfluss wird darin bestehen, 
dasa der Punkt nunmehr nicht nach 
der Stelle Q, sondern statt deaaen 
nach einer andern Stelle Jt hin ge- 
langt, welche man findet, indem 
man sich das relative Bahn-Element FQ^MN um die augen- 
blickliehe Drehachse PO gedreht denkt um den während der un- 
endlich kleinen Zeit zurückgelegten Drehungswinkel adt (Fig. 66). 




Bescblennigung der relativen Bewegniif 



61 



Der Bogen QU repräaentirt also eine in Folge des Herauatretens 
aus der au geo blick 11 eben Drehachse zu den bereita vorhandonen 
hinzukonamende neue Bewegung, welche als eine während der Zeit dt 
allmählich entstehende Bewegung aufgefasst werden muss. Da 
die Dauer derselben unendlich klein ist, so darf das Wachsen der 
neu entstehenden Geschwindigkeit als eiu gleichförmiges betrachtet, 
folglich die zurückgelegte Wegeslänge wie bei einer gleichförmig 
bebschleunigten Bewegung berechnet werden (vei^l. § 7). Es hat 
also die Drehung um die augenblickliche Drehachse genau denselben 
Einflass, wie wenn ausser den zwei Beschleunigungen p^ und p^ 
noch eine dritte Beschleunigung p^ stattfände, welche, wenn eie 
allein vorbanden wäre, die Zurücklegung der Strecke QU bedingen 
würde, also zu bestimmen ist aus der Gleichung: 



I 



Wenn mit v die relative Geschwindigkeit und mit a der 
inkel bezeichnet wird, welchen das relative Bahn-Element mit 
der augenblicklichen Drehachse einscbliesst, so ist der zu dem 
Bogen QR gehörige Halbmesser: 

OQ = vdt. sin a. 
Man erhält also, indem man den Bogen durch den Halbmesser 
und den zugehörigen Winkel ausdrückt, den Werth: 

QB ^= V dt siJKx. . a dt. 

Ans der Gleichsetznng der für den Bogen QR gefundenen beiden 
Ausdrücke ergiebt sich für die gesuchte Beschleunigung y^ der 
Warth: 

j)j =T 2ti<asin a. 

Die wirkliche Beschleunigung des Punktes setzt sich also als 
Resultirende aus folgenden drei Beschleunigungen zasammen: 

Die erste Pi ist die Beschleunigung der relativen Bewegung. 

Die zweite pj ist die Beschleunigung der Stelle des bewegten 
Baumes, welche der bewegte Funkt in demselben zur Zeit einnimmt. 

Die dritte p^ ist ihrer Grösse nach gleich dem doppelten 
Produkte aus der relativen Geschwindigkeit, der Drehgesehwindig- 
keit des Raumes um die durch den Punkt gelegte augenblickliche 
Drehachse und dem Sinus des Winkels, welchen das relative Bahn- 



Wenn die Aufg'abe 
B am lieh aus der gegeber 
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Element mit der augenblicklichen Drehachse einscbliesst; ihre Rich- 
tung steht rechtwinkelig zu der Ebene, welche das relative Bahn- 
Eleraent und die augenblickliche Drehachse zusammen enthält, 
und entspricht zugleich dem Sinne, in welchem die Drehbewegung 
stattfindet. 

n der umgekehrten Form gestellt ist: 
len wirklichen Bewegung des Punktes uod 
der gleichfalls gegebenen Bewegung des 
Raumes, die relative Beschleunigung ^Jj 
zu bestimmen, so findet man den zur 
Lösung dieser Aufgabe einzuschlagenden 
Weg, indem man sich die Beziehungen, 
welche zwischen den vier Beschleunigun- 
gen stattfinden, durch die drei Figuren 
-*^ 67, 68, 69 in folgender Weise veranschau- 
licht. In Fig. 67 ist jede von den 4 Be- 
schleunigungen in ihrer wahren Richtung dargestellt, nämlich die 
wirkliche Beschleunigung p als Sesultirende der drei Beschleuni- 
gungen )i,, p^, 7J3. Wenn man die Richtung der wirklichen Be- 
schleunigung in die entgegengesetzte verwandelt, sö erhält man 
Fig. 68. Die in dieser Figur dargestellten 4 Beschleunigungen 
würden also einander gegenseitig auf- 
'S- «5- ^ heben. Da die Beschleunigung ;j, durch 
die drei anderen Besehleunigungen, wie 
sie in dieser Figur dargestellt sind, 
aufgehoben werden wurde, so muss sie, 
wenn diese drei Beschleunigungen in 
die entgegengesetzten verwandelt werden, 
ihre Resultirende bilden. Kehrt man 
in dieser Figur die drei Beschleunigungen 
P, i'21 Pa um, so erhält man Fig. 69, 
in welcher die Beschleunigung p^ als 
Resultirende der drei anderen Beschleunigungen dargestellt ist. Wenn 
mau die in dieser Figur angegebenen Beschleunigungen vergleicht mit 
den in Fig. 67 ursprünglich gegebenen Beschleunigungen, so erkennt 
man, dass die gesuchte relative Beschleunigung pj die Resultirende 
bildet von der wirklichen Beschleunigung p und den in entgegen- 
gesetzten Richtungen genommenen zwei Beschleunigungen jjg undpj,. 
Da ein an der Bewegung des Raumes tfaeilnehmender Be- 
obachter , welcher von seiner eigenen Bewegung Nichts wässte, 
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Jg. 69. die relative Beschleuoigung jj, als die 

wirkliche anseilen müsste, so würde dem- 
selben die Bewegung des Punktes so er- 
seheinen, als ob ausser der wirklichen 
Beschleunigung p noch die zwei in ent- 
gegengesetztem Sinne genommenen Be- 
schleunigungen ;;j und ;>,, vorhanden wären, 
westialb man diese letzteren auch wohl 
die heiden scheinbaren Beschleunigungen 
nennt. 

§ 26. 
Anwendung der Theorie der relativen Beschleunigung. 
Die wirkliche Beschleunigung eines Punktes, welcher mit der 
ichwindigkeit v längs des Durchmessers einer kreisförmigen 
Sciieibe sich bewegt, während dieselbe mit der "Winkelgeschwindig- 
keit ü gleichförmig um ihre Achse sieb dreht, setzt sieh aus fol- 
genden drei Beschleunigungen zusammen. Die erste ist die Be- 
sehleanigung der relativen Bewegung: 



Pi = 



dt 




Die zweite ist die Beschleunigung p^, mit welcher die von dem 
beiregten Punkte zur Zeit eingenommene Stelle M der Scheibe sich 
bewegt (Fig. 70). Da diese 
Stelle M gleichförmig mit der 
Geschwindigkeit xeo längs der 
Peripherie des Kreises vom 
Halbmesser 0M^= x sich be- 
wegt, so ist ihre Beschleuni- 
gung als Centn petal-Beschleuni- 
gung der gleichförmigen Kreis- 
■ bewegung nach dem Mittel- 
punkte des Kreises gerichtet 
und hat (nach § 6} die Grösse 

Die dritte Beschleunigung ist 
rechtwinkelig zu der Ebene, 
the durch das relative Bahn-Element und die (der Scheiben- 
i parallele) augenblickliche Drehache bestimmt ist, folglich ist 
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dieselbe tangential zu der von der Stelle M beschriebenen Ereis- 
ÜDie gerichtet, und da der Winkel a zwischen der augenblicklichen 
Drehachse und der relativen Bahnlinie in diesem Falle ein rechter 
Winkel ist, so hat diese Beschleunigung die Grösse: 
P3 = 2 P ra. 
Um die totale Beschleunigung eines an der Erdoberfläche 
längs des Meridiankreises sich bewegenden Punktes zu bestimmen 
für den Zeitpunkt, in welchem derselbe an einem Orte von der 
geographischen Breite 9 mit der Geschwindigkeit v eintrifft, hat ■ 
man zunächst bei der Bestimmung der relativen Beschleunigung 
Pi zu berücksichtigen, dass die relative Bewegung hier eine 
krummlinige ist, und dass nicht nur die Grössen-Äenderung, son- 
dern auch die Richtungs-Aenderung der Geschwindigkeit das Vor- 
handensein einer Beschleunigung bedingt. Es setzt sich also die 
relative Beschleunigung zusammen aas der Tangential -Beschleuni- 
gung -j- und der Ceotripetal- Beschleunigung - der relativen 
; (Pig. 71). Die zweite Beschleunigung p^ ist als Centri- 
Yi„ 7j petal-Bescbleunigung der 

Stelle M der Erdober- 
fläche nach dem Mittel- 
punkte des Parallelkreises 
gerichtet, und die dritte 
Beschleunigung p^ ist 
rechtwinkelig zur Meri- 
dian-Ebene, also tangen- 
tial zum Parallelkreise 
gerichtet. Die Grössen 
dieser beiden Beschleuni- 
gungen sind in der Figur 
angegeben. Als totale 
Beschleunigung des Punk- 
tes würde die Kesultirende 
der drei Beschleunigungen 
}■>„ Pf, pg zu betrachten 
sein, wenn — wie hier 
vorausgesetzt wurde — die Erde nur die Drehbewegung um ihre 
Achse ausführte. Sollte die neben dieser Drehbewegung vorhandene 
fortschreitende Bewegung derselben mit berücksichtigt werden, so 
müsste zu der Beschleunigung pg noch die nach dem Sonnenmittel- 
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juinkte gerichtete Centripetal- Beschleunigung der gli 
Kreisbewegung hinzugesetzt werde», welche der Erdmittelpunkt in 
Bezug auf den Sonnenmittelpiiiikt ausfährt. 

Ware in einem der beiden vorigen Fälle die wirkliche Be- 
schieunigung p gegeben gewesen, so würde man, um die relative 
Beschleunigung pj zu bestimmen, die Beschleunigungen /u und p^ 
in entgegengesetztem Sinne genommen mit der Beschleunigung p 
!U einer Resultirenden zusammenzusetzen haben. 

Wenn z. B. die wirkliebe Bewegung des Punktes als eine 
geiaiilLnige und gleichförmige Bewegung gegeben ist — wie bei 
dem in'Fig^Tl behandelten Falle, für welchen in § 23 die relative 
Bahnlinie bestimmt wurde — und die relative Beschleunigung ge- 
äneht wird in Bezug auf die mit der Winkelgeschwindigkeit o 
gleichförmig um ihre Achse rotirende kreisförmige Scheibe, deren 
Durchmesser die wirkliebe Bahnlinie bildet, so hat man zu der 
wirklichen Besc^hleunigung p — welche in diesem Falle Null ist, 
da die wirkliebe Bewegung geradlinig und gleichfSrmig ist — die 
folgenden zwei Beschleunigungen hinzuzufügen (Fig. 72). Die eine 
p, ist die entgegengesetzt genommene Centripetal- Beschleunigung 
_^ des Ortes M auf der Seheibe, 

'^' '"■ an welchem der Punkt augen- 

blicklieh sich befindet. Die 
andere p„ ist rechtwinkelig 
zu der — nach den iu § 23 
gefunijpnen Regeln zu eon- 
struirenden relativen Bahn- 
linie gerichtet, und zwar dem 
Sinne der Drehbewegung 
entgegengesetzt. Die relative 
Beschleunigung p^ wird also 
durch die Diagonale des 
aus den beiden in der Figur 
angegebenen Beschleunigun- 
gen p^ und 2'3 gebildeten Parallelogramms dargestellt. 
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Cäpitei. vi. 
Grundbegriffe and Grundgesetze der Meclianifi 



§ 27. 



Begriff d 



i materiellen Punktes. 



Die Untersuch iiDgen des vorigen Abschnitts bezogen sich ledig- 
lich auf die Bewegungen geometrischer Gebilde. Den Qegen- 
staod der eigentlichen Mechanik bilden Untersuchungen über die 
Bewegungen der physiltalischen Körper, welche man betrachten ■ 
kano als georaetriscba Körper, in deren Raumtheilen bestimmte : 
Quantitäten von Materie ihren Sitz haben. I 

Um die Bewegung eines physikalist-hen Körpers vollkommen | 
genau zu bestimmei^ müsste man denselben als zusammengesetzt 
betrachten aus unendlich vielen unendlich kleinen Tbeilchen, und 
die Bewegung jedes einzelnen dieser Theilchen bestimmen. Ein 
solches Körpertheilchen von unendlich kleinen Dimensionen kann 
behandelt werden wie ein geometrischer Punkt, in welchem eine 
unendlich kleine Quantität von Materie ihren Sitz hat, und wird 
zum Unterschiede von dem geometrischen Punkte ein materieller 
Punkt genannt. Den ganzen Körper kann man demnach betrach- 
ten als ein System von materiellen Punkten, welche man sich je 
nach der Beschaffenheit des Körpers auf die eine oder andere Art 
mit einander verbunden zu denken hat. Die Bewegung eines sol- 
chen Systems von materiellen Punkten ist als bekannt zu betrach- 
ten, sobald die Bewegung jedes einzelnen der zu demselben gehörigen 
materiellen Punkte bekannt ist. 

Die Bewegung eines Systems von materiellen Punkten kann 
man sich in jedem Äugenblicke zusammengesetzt denken aus einer 
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fortsehreiteDdeo Bewegung, einer Drehbewegung und einer gleich- 
zeitig stattfindenden Verachtebung der einzelnen materiellen Punkte 
gegen einander. Die Bestimmung der Bewegung desselben ist da- 
her eine Aufgabe, welche in drei einzelne Aufgaben zerlegt werden 
kann, uad jede der drei Bewegungen kaun zum Gegenstände einer 
besonderen Untersuchung gemacht werden. Es liegt in der Natur 
der Sache, dass es bei einer solchen Special -UntersuchuDg zu- 
lässig ist, die zwei anderen Bewegungsarteu zeitweilig ausser Acht 
zu lassen, indem man sich die Berücksichtigung derselben — falls 
dies als erforderlich sieb herausstellt — für eine spätere Zeit vor- 
behält. 

Es kommen in der Mechanik häufig Aufgaben vor, bei deren 
Lösung es nicht erforderlich ist, auf die Verschiebung der einzel- 
nen Theilchen des Körpers gegen einander Bücksicht zu nehmen. 
In aolchen Fällen darf man den Körper behandeln, wie wenn die 
Form desselben unveränderlich wäre, oder wie wenn derselbe ein 
Sjstem von materiellen Punkten bildete, in welchem je zwei ma- 
terielle Punkte durch eine gerade Linie von unveränderlicher Länge 
verbunden sind. Die Bewegung eines solchen unveränderlichen 
Systems ist dann wie die eines geometrischen Körpers als zu- 
aajnmengesetzt zu betrachten lediglich aus einer fortschreitenden 
Bewegung und eiuer Drehbewegung. Die fortschreitende Be- 
wegung eines geometrischen Körpers kann — wie im vorigen Ab- 
aehnitte gezeigt wurde — auf dieselbe Weise bebandelt werden wie 
die Bewegung des geometrischen Punktes. Wenn also die Natur 
der gestellten Aufgabe ausschliesslich die Berücksicbtigung der fort- 
schreitenden Bewegung des Körpers erfordert, so ist es zulässig, 
deaselben wie einen einfachen materiellen Punkt zu behandeln, in 
welchen man sich alsdann die ganze Materie des Körpers concentrirt 
m denken bat. Es ist daher, wenn von einem materiellen Punkte 
iie Bede ist, nicht immer erforderlich, denselben als Sitz einer un- 
endlich kleinen Quantität von Materie zu beti-achten, sondern unter 
Umständen ist es zulässig, dieselbe so gross, wie die eines beliebig 
gegebenen Körpers sich zu denken. 

§ 28. 
Massen und Kräfte. 

Die Quantität der Materie, welche ein Körper enthält, nennt 
man die Masse desselben. Die Masse des ganzen Körpers setzt 
sich zusammen aus den Massen der einzelnen materiellen Punkte, 
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aus welcheo derselbe besteht, um zu zeigen, auf welche Weiee' 
die Massen als Grösseu definirt und gemessen werden können: 
dazu ist es erforderlich, vorher den Begriff der Kraft festzu- 
stellen. Die Massen können nur mit Hülfe von Kriiften gemessen 
werden. 

Unter Kraft versteht man die Ursache der GeschwindigkeitB- 
änderung eines raateriellen Punktes. Als Richtung der Kraft sieht 
man die Richtung der voo derselben hervorgebrachten Beschleu- 
nigung an, und die ftrösse der Kraft beurtheiit man nach der 
Grösse der hervorgebi achten Beschleunigung. Man nennt die Kraft 
constant, wenn die von derselben hervorgebrachte Beschleuni- 
gung der GriJsse «nd Rithtuiig nach unveränderlich ist. Im Fol- 
genden sind, wenn von Kräften die Rede ist, darunter vorläufig 
immer constante Kräfte zu verstehen, sobald nicht ausdrücklich 
das Gegentheil bemerkt wird. Zwei Kräfte sind ffleich gross, wenn 
sie einem und demselben materiellen Punkte gleich grosse Be- 
schleunigungen ertheüen. Wenn dagegen die von der einen Kraft 
hervorgebrachte Besciileunigung A'-mal so gross ist als die Be- 
schleunigung, welche demselben materiellen Punkte von einer zweiten 
Kraft ertheitt wird, so uennt man die erstere A'-mal so gross als 
die zweite. 

Die Massen zweier materieller Punkte sind gleich gross, wenn 
gleiche Kräfte ihnen gleiche Beschleunigungen ertheüen. Um je- 
doch die Gleichheit zweier Kräfte zu constatiren, von denen die 
eine auf den ersten und die andere auf einen zweiten materiellen 
Punkt wirkt: dazu reichen die oben gegebenen Definitionen des 
Kraftbegriffs noch nicht aus. Es muss hier vielmehr vorausge- 
setzt werden, dass es erfabrungsmässig noch ein anderes Kriterium 
giebt, um die Gleichheit zweier Kräfte zu erkennen. Annäherungs- 
weise besitzen wir ein solches Kriterium in dem Gefühle der An- 
strengung, welches wir empfinden, wenn wir mittelst unserer 
eigenen Körperkratt die Beschleunigung hervorbringen. Genauer 
lässt sich die Gleichheit von zwei auf verschiedene Körper wir- 
kenden Kräften constatiren, wenn man sich, um die Kraft auf 
den Körper zu übertragen, der Vermittelung eines elastischen 
Fadens (oder einer elastischen Stange oder eines Dynamometers) 
bedient, in welchem Falle wir die Voraussetzung machen, dass 
gleichen Grössen der übertragenen Kräfte gleiche Verlängerunga- 
ZQstände des Fadens (oder der Stange) entsprechen. Es zeigt sich 
nämlich erfabrungsmässig, dass diese Voraussetzung in Ueberein- 
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Stimmung steht mit der oben gegebenen Definition, nach welcher 
bei contimiirlich beschleunigter Bewegung die anfangs bei geringerer 
Geschwindigkeit wirkende Kraftgrösse und die später bei eingetre- 
tener grösserer Geschwindigkeit wirkende Kraftgrösse als einander 
gleich betrachtet werden seilen, sobald die Beschleunigung stets 
dieselbe bleibt. 

Wenn auf solche Weise die Möglichkeit gegeben ist, die 
Gleichheit der Massen zweier materieller Punkte an der Gleich- 
heit der von gleichen Kräften ihnen ertheilten Beschleunigungen 
ZQ erkennen, so ist damit zugleich das Mittel gegeben, die Massen- 
grGsaen zu messen und durch Zühlen auszudrücken. Durch Ver- 
einigung zweier materieller Punkte von gleichen Massen erhält man 
einen materiellen Punkt, dessen Masse doppelt so gross, und durch 
Vereinigung von m solchen Punkteu erhält man einen materiellen 
Punkt, dessen Masse »«-mal so gross ist als die jedes einzelnen. 
Wenn also die Masse irgend eines bestimmten materiellen Punktes 
als Masseneinheit gewählt ist, so wird mit der Zahl m die Grösse 
deüjenigen Masse ku bezeichnen sein, welche sieh zerlegen lässt in 
m einzelne Massen, deren jede gleich der Masseneinheit ist. 

§ 29. 
Grundgesetze der Mechanik. 
Als Krafteinheit soll diejenige Kraft gewählt werden, welche 
der Masseneinheit eine Beschleunigung gleich der Längeneinheit 
ertheilt. 

Nach der im Anfange des vorigen Paragraphen gegebenen 
Definition der Kraftgrösse würde man nunmehr diejenige Kraft 
durch die Zahl K auszudrücken haben, welche der Masseneinheit 
eine Beschleunigung von K Längeneinheiten ertheilt. Wenn man 
4e!e Kraft K ein anderes Mal auf eine Masse von der Grösse m 
wirken lässt, so beträgt — wie die Erfahrung lehrt — die hervor- 
gebrachte Beschleunigung nur den jH-ten Theil von der vorigen, 
also die Grösse: 

E 

t. b. es ist die Beschleunigung gerade so zu bestimmen, wie wenn 
die Kraft K aus m gleichen Theileu bestände, deren jeder auf 
eine der m Masseneinheiten wirkend derselben die Beschleunigung 

- ertheilt. 
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Dieses Gesek ist, iiisoferu dasselbe sich keineswegs ans dea 
im vorigen Paragraphen gegebenen Definitionen ableiten und be- 
weisen lässt, als ein Erfahrungsgesetz oder Grundgesetz zu be- 
trachten «od wird das Gesetz der Beschleunigung genannt. 
Dasselbe lautet in Worten ausgedrückt: 

Kraft 



Beschleunigung = 



Masse' 



Setzt man in der obig'en Gleichung ff ^: 0, sn erhält man die BeBchlenni- 
gnng^^O, d. h. wenn keine Kraft wirlite. an würde die Bewegnii^ eine gerad- 
linige gleii'h förmige aeio. Diese Eigenschaft des materiellen Funttea wird die 
Trägheit genannt. Das Gesetz der Ttügheit Ist also in dem allgemeineren 
Gesetze der Beschlennignng als ein specieller Fall enthalten. 

Das zweite Grundgesetz der Mechanik ist das Gesetz aar 
Unabhängigkeit der Bewegungen: Wenn gleichzeitig mehrere 
Bewegungsiirsachen vorhanden sind, so führt der materielle Punkt 
die Resultirende aller derjenigen Bewegungen aus, welche diese 
Bewegungsursachen einzeln genommen bedingen würden. 

Es sind hierbei zwei Arten von Bewegungsursachen zu unter- 
scheiden. Die schon vorhandene Geschwindigkeit eines materiellen 
Punktes ist als Ursache einer geradlinigen gleichförmigen Bewegung 
zu betrachten, insofern der materielle Punkt nach dem Gesetze 
der Trägheit diese Geschwindigkeit unvenlndert beibehalten würde, 
wenn sonst keine Bewegungsursachen vorhanden wären. Die Er&fte 
als Ursachen von Beschleunigungen bilden die zweite Art von Be- 
wegungsursachen. 

Ata s'pecielle Folgernng aus diesem allgemeineren Gesetze ergieht sich 
einerseits der schon im vorigen Paragraphen erwähnte Satz, nach welchem die 
Beschlennignng, welche eine Kraft einem materiellen Punkte ertheilt, unab- 
hängig ist Ton der Geschwindigkeit, welche derselbe schon besitzt. Anderer- 
seits ergieht sich ans dem genannten Grundsätze der Satz , welchen man das 
Parallelogramm der Kräfte nennt, nach welchem die Ifesultirende oder Mittel- 
kraft von zwei Kräften genau auf dieselbe Weise zu bestimmen ist, wie in § 4 
die IleaiiltireDde Ton zwei Geschwindigkeiten und in § 5 die Resultirende von 
zwei Beschleunigungen gefunden wurde. Die weitere Verfolgung dieses Weges , 
fQhrt auf analoge Weise wie dort zu dem Satze, welchen man das Farallel- 
epipedon der Kräfte, nnd zu dem Satze, welchen man das Polygon der 
Kräfte nennt. 

Das dritte allgemeine Grundgesetz der Mechanik ist das 
Gesetz der Wechselwirkung. Die Kräfte treten nie einzeln, 
sondern stets nur paarweise in der Natur auf, und zwar in solcher 
Weise, dass die zwei zu dem Paare gehörigen Kräfte in einer 
und derselben geraden Linie wirkend stets gleiche Grossen und 1 
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entgegengesetzte Rtchtungea haben. Wenn auf einen materiellen 
Punkt irgend eine Kraft wirkt, so giebt es in der Richtung diaaer 
üraft stets einen zweiten materiellen Punkt, welcher als Auagaogs- 
i'nukt dieser Kraft zn betrachten ist und welcher dabei eine genau 
■beiiso grosse Gegenwirkung erleidet, als deren Ausgangspunkt 
wiederum der erste materielle Punkt zu betrachten ist. 



Capitel VII. 
Geradlinige Bewegung des materiellen Punktes. 



Wirkung der Schwerkraft. 
Die Erfahrung lehrt, dass jeder Körper von der Erde ange- 
zogen wird mit einer Kraft, als deren Ausgangspunkt der Mittel- 
punkt der Erde zu betrachten ist. Man nennt diese Kraft, wenn 
im Allgemeinen von derselben die Rede ist, die Schwerkraft, 
und wenn von der speciellen Grösse derselben für einen bestimmten 
Körper die Kede ist, das Gewicht des Körpers. Die ßeaehleuni- 
gniig, welche diese Kraft dem Körper ertheilt, ist — wie die Er- 
Mrung lehrt — unabhängig von der Masse des Körpers und hat 
ffir alle an der Erdoberfläche befindlichen Körper die gemeinschaft- 
liche Grösse: 

? = 9", 8 . . . , 
»eiche die Beschleunigimg der Schwerkraft oder Beschleunigung 
des freien Falles genaont wird und stets mit dem Buchstaben „g" 
bezeichnet werden soll. Der angegebene numerische Werth 9,8 
entspricht der Voraussetzung: dass die Secunde als Zeiteinheit und 
die Länge eines Meters als Längeneinheit gewählt ist. 

Nach dem Gesetze der Beschleunigung ist die Kraft gleich 
dem Produkte aus der Masse in die Beschleunigung, welche sie 
derselben ertheilt. Wenn also mit Q^ das Gewicht der Masse m, 
und mit Q^ das Gewicht der Masse Wg bezeichnet wird, so ist; 

ft >".■ 

Die letztere Gleichung zeigt, dass die Massen zweier Körper sieh 
verhalten wie ihre Gewichte, dass also das Massenverhältniss zweier 
Körper auch durch Wägung derselben ermittelt werden kann. 



^tn^g und Q^ = m^j, folglich: 
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Wählt man a!s Masaeneinheit diejenige Masse, welche 1 Kito— 
gramm wiegt, und als Längeneinheit die Länge dnes Meters, eo 

wird ais Krafteinheit diejenige Kraft in betrachten sein, welche 
einem Kilogramm Masse eine Beschleunignng von einem Meter er- 
theilen würde. Wenn man dagegen als Krafteinheit das Gewicht 
von einem Kilogramm Masse wählt nnd als Einheit der lieschleu- 
nigungsgrösse die Länge eines Meters beibehalten will, so wird 
nunmehr als Masseneinheit die Masse von g Kilogrammen zu be- 
trachten sein. 

Die Bewegung, welche ein materieller Punkt unter Einwir- 
kung der Schwerkraft ausführt, wird eine geradlinige sein, wenn 
die Anfangsgeschwindigkeit desselben eine vertikale Richtung hatte. 
Die Beschleunigung dieser geradlinigen Bewegung ist vertical ab- 
wärts gerichtet und bat die constante Grösse ;/. Es können da- 
her die am Schlüsse des g 2 für die gleichförmig beschleunigte 
Bewegung gefuodenen Gleichungen unmittelbar auf den vorliegen- 
den Fall angewendet werden, sobald darin die Grösse p mit der 
Grösse (j vertauscht wird. Wenn mit s die nach Ablauf von t 
Secunden zurückgelegte Wegealänge, mit v die Geschwindigkeit in 
diesem Zeitpunkte und mit »„ die vertical abwärts gerichtete Anfangs- 
geschwindigkeit bezeichnet wird, so ergeben sich die Gleichungen: 






dt- 



dt " 



vJ-\- 



v.-hgt, 
9 t' 



aus welchen für jeden gegebenen Werth von ( die zugehörigen 
Werthe von s und v berechnet werden können. Aus den letzteren 
beiden Gleichungen erhält man durch Elimination der Zeit t die 
Gleichung: 

welche die Geschwindigkeit v als Function der zurückgelegten 
Wegeslänge darstellt. 

§ ^t 

Freier Fall aus grosser HUhe. ^^^| 

Nach dem Newton'schen Gravitatioagesetze wirken je awd 
materielle Punkte auf einander mit einer Anziehungskraft, welche 
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] Produkte ihrer beiden Massen und dem umgekehrten Quadrate 

lihfs Abstandes proportional ist. Weno also k die Anziehungskraft 

ist, mit ivetcher die Masse Eins auf die Masse Eins beim Abstände 

ä wirkt, ao ist die Kraft K, mit welcher ein materieller Punkt 

ton der Masse »n, auf einen zweiten materiellen Punkt von der 

Masse wij beim Abstände p wirkt, zu bestimmen aus der Gleichung: 

1) E=k^:"'. 

p 

Wean man dieses Gesetz auf den speciellen Fall anwendet, in 
welchem die eine von den beiden einander anziehenden Massen die 
Erdmasse E ist. und dabei einstweilen die (später näher zu be- 
gründende) Voraussetzung macbt, dass es zulässig ist, die Erdmasse 
als im Mittelpunkte der Erdkugel eoncentrirt anzusehen, so erhält 
man für das Gewicht eines materiellen Punktes von der Masse m, 
dessen Abstand vom Erdmittelpunkte gleich dem Erdhalbmesser r 
ist, die Gleichung: 

2) mg ^ k . —„- ■ 

Denkt man sich denselben materieilen Punkt ein anderes Mal in 
dem grösseren Abstände a vom Erdmittelpunkte, so erhält man fSr 
die kleinere Beschleunigung -p , welche die Anziehungskraft der 
Erde demselben an dieser Stelle ertheilen würde, die Gleichung: 

3) mp = k - -j— ■ 

' das Yerhältniss der beiden Fallbeschleunigungen ergiebt sich 
ioraus der Werth: 

4) -^-='!- 

Wenn der materielle Punkt an der Stelle A im Abstände a 

vom Erdmittelpunkte E seine 

'^" Bewegung mit der Geschwindig- 

^ keit Null beginnt (Fig. 73), so 

-p- — * 1 wird seine Beschleunigung im 

! ersten Augenblicke die Grösse 
o— — p^9_^_ iiaben. Später, nach- 

pdem derselbe die Strecke x zurückgelegt hat, geschieht die Be- 
wegung mit der dem nunmehrigen Abstände a — x entsprechenden 
Beschleunigung: 
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6) 



dt 



S' 



- {a-,y 

Diese Gleichung nimmt, wenn auf beiden Seiten mit Idx mull 
plieirt, und -j-=^f gesetzt wird, die Form an 

6) 2.i. = li^ 
(a—x)' 

und durch Integration erhält man die folgende Gleichung: 



1) [2vdv^2gr'[-^ 



■x)^ 



oder: 



Seiten mit 2 dx mulÜ^J 
mde Gleichung: ^^| 



Setzt man hierin x^a — r und f = V, so erhält man fär die 
Geschwindigkeit, mit welcher der fallende Körper die Erdober- 
fläche erreicht, den Werth: 



^yi 



8) V 
Je grösser der ursprüngliche Abstand a im Verhältniss zum 

messer ist, um ao mehr nähert sich der Quotient 

dem Grenzwerthe Eins. Man erhält also für die Endgeschwindig- 
keit eines aus unendlich grosser Höhe auf die Erdoberfläche her- 
abfallenden Körpers den Werth: 

9) F=V"277. 
Hierin ist r~6S70000"B nnd j; = 9ni,8... zu aetten, folglich iat; 

K=11180ni = l,507 geogr. Meilen. 
Für die Endgeschwindigkeit F, , mit welcher an der Obi 
fläche eines anderen kugelförmigen Weltkörpers ein aus. imendlich 
grosser Höhe herabfallenden Körper ankommen würde, ergiebt sich, 
wenn mit r^ der Halbmesser dieses Weitkörpers und mit jj die 
Fallbeschleunigung an der Oberfläche desselben bezeichnet wird, 
die Gleichung; ___^ 

10) V, = y"2 i,, r,^, 
in welcher die Grösse g^^ nach dem Gravitationsgesetze zu be- 
rechnen ist. 

Wenn mit S die Sonnenmasse und mit r, der Sonnenhalb- 
messer bezeichnet wird, so ergiebt sich für das Gewicht, 
die Masse m an der Sonneuoberfläche haben würde, der Werth, 



.dB 
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nnd wenn man diesen Werth dividirt durch den oben für mg ge- 
fiindfloen Werth, so erhält man die Gleichung: 

fe^S ,■■ 

S E r\ 
Für das VerhältDiss der beiden Endgeschwindigkeiten K, ynd V 
ergiebt sieh hiernach der Werth: 

Setzt man hierin das MassenTerhältniss -^ ^ 320000 nncl äas Halb- 



11) 






ir-Verhältnisa — = 



o wird - 



= 27,4 und - 



- 5i,43. ICs würde 



I 



■lio ein ans nnendlicli grosser Entfernung auf die Sonne berabfallender KQrper 
die Oberfläehe derselben mit der Geschwindigkeit F, = 1.50T . 54,43 = 82,0 
%Kp. Meilen pro Secnnd.' erreichen. 

Der Halhmesaer der Erdbahn ist etwa 215-nial so gross als der Sonnen- 

lnlbmEKer. Setzt man 21ö . r, statt r, und --*'— statt 3, in obiger Gleichung, 

M «hält man F", =^ S,6 geogr. Meilen als diejenige Geschwindigkeit, welche 
d» «DB nnendlit^her Ferne aof die Sonne herabfallende Eörpcr beitass in dem 
AsgeoliliGbe, wo sein Abstand von der Sonne noch so gross wie der Abstand 
der Erde von der Sonne, nämlich gleich 20 Millionen Meilen war. 

Man kann der ursprünglich für V gefundenen Gleichung, in- 
dem man die Fallhöhe a — r^h setzt, auch die Form geben: 

r=K^^=V2p.(i+*)-ä. 

Der letzte Factor auf der rechten Seite ist die Zahl, mit 
■*e!cher man die Geschwindigkeit y^cjh, welche bei eonstanter 
Pallbeaehlennigung g als Endgeschwindigkeit sieh ergeben würde, 
in multiplieiren hat, um den genaueren Werth zu erhalten. Wenn 
Verhältniss — klein ist, so kann mau in der Reihe; 



r 



o+^r*= 



1 Ä 



die höheren Potenzen von - veniachläsBigen und die Geschwindig- 
keit V hinreichend genau berechnen aus der Gleichung: 
7=V/j*.(l "'^ 
Setzt man z. B. ä= 100000", so erhält man für V den Werth: 



n um 
!r Gl( 



/ 1^00000 \ _ 

'V 2.6370Ö0Ö/ 
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Denkt man sich in Fig. 73 den materiellen Punkt in einer 
•der wirkenden Anziehungskraft entgegengesetzten Bichtung sich be- 
wegend — also von dem anziehenden Weltkörper sich entfernend 
— so überzeugt man sich leicht davon, dass die Grösse V zu- 
gleich diejenige Anfangsgeschwindigkeit bedeutet, mit welcher der 
materielle Punkt die Oberfläche des Weltkörpers verlassen müsste, 
um die Höhe a — r = h als Steighöhe zu erreichen. 

Die grösste Höhe der Sonnen -Protuberanzen beträgt nach Zöllner's Be- 
obachtungen 128740000^ = 17 350 geographische Meilen. Wenn diese Pro- 
tuberanzen — wie von einigen Physikern angenommen wird — Eruptivmassen 
sind, welche aus dem flüssigen Soimenkörper emporgeschleudert bis zu der 
ihrer Anfangsgeschwindigkeit entsprechenden Steighöhe emporsteigen, so würde 
man die zum Erreichen der oben angegebenen Steighöhe erforderliche Anfangs- 
geschwindigkeit zu berechnen haben aus der Gleichung: 



F, = /2(7,/. 0"--?)' 



indem man darin die Werthe gi = 27,4 . 9,81 = 269™, r^ = 108 . 6370000™ 

= 688000000m und Ä = 128 740 000™ substituirt, woraus sich derWerth ergiebt : 

Fl = 263000 (1 — 0,0936) = 238500™ = 32 geogr. Meilen. 

Um die Dauer der fallenden Bewegung zu berechnen, hat man 
in der oben gefundenen allgemeinen Gleichung für v seinen Werth 

-jr zu substituiren und alsdann die zweite Integration auszufuhren. 

-Man erhält dann die Gleichungen: 



12) 



dx l/ 2gr^x 



dt ' a(a — x) 



13) dt^]/^-, \/"--^dx, 
' zgr^ ^ X 

Wenn z.B. a = 2r und x = a — r = r ist, so wird ^ = f 1 -f- — - j 1/— = 
:2072 Secunden. ^ ^/ f g 

Für x = a würde man aus obiger Gleichung den Werth erhalten: 



15) t 



7C 1 /~ö^ 



2 ^ 2gr^' 

und da gr^=pa^ ist (nach Gleichung 4), so kann man statt dessen 
auch setzen: 



Freier Fall sq^ grosser HöIiü. 7T 

Nach dieser letzteren Gleichung würde die Falldauer zu berechnen 
sein, wenn die Masse der Erde im Mittelpunkte concentrirt wäre, 
und die Pallbewegung bis zu diesem Punkte sich fortsetzte. Indem 
man = 6370000™ und ;)^^ = 9'",8 setzt, erhält man unter 
dieser Voraussetzung den Werth: t = 900 Sek. als Dauer des Falls 

TOD der Oberfläche bis zum Mittelpunkte der Erde. Für 
a= I08.6370000-" und j, = 27,4.9.8 

erhalt man unter gleicher Voraussetzung den Werth: ( = 1800 Sek. 

als Dauer des Falls von der Oberfläche bis zum Mittelpunkte der 

Sonne. Wenn man ein anderes Mal : a^ 25000000. 108.6370000" 
■27 4 9 8 

und p^ örd\r\ (\(\(\(\i ^^'-^*' ^** erhält man den Werth: 

t ^ 7 130000 . 365 . 24 . 3600 Sek., oder 7 130000 Jahre, 
»1b Dauer der Fallbewegung eines Körpers, dessen Abstand anfangs 
nahezu so gross war wie die halbe Entfernung des nächsten Fix- 
sterns von der Sonne, und nur um Bruchtheile einer Stunde kürzer 
würde die Dauer der Fallbewegung bis zur Sonnen-Oberfläche aein, 
welche der fallende Körper mit einer Geschwindigkeit von etwa 
82 Meilen pro Sek. erreichen würde. 

Wenn die Fallbewegung mit der Geschwindigkeit c, anstatt mit 
der Geschwindigkeit Null, begonnen hätte, so würden die Gleichungen 
7), 8), 10) die folgenden Formen annehmen: 

17) liudv — 'lnr^ (-—- -, oder: v^ — c* = 2or*f' Y. 



18) V=\/7'-\-'^^=^. 



i7) 
1 ,„._. 

Dem Werthe c ^ würde die oben nach Gleichung 10) be- 
rechnete Geschwindigkeit ^^^i^y^i/ir^ ^ b,G Meilen ^ 4t 550™ 
entsprechen, als diejenige Geschwindigkeit, mit welcher ein aus un- 
endlicher Höhe auf die Sonne herab fallender Körper die Erdbahn 
kreuzen würde. Wäre die wirklich beobachtete Geschwindigkeit F, 
grösser als 41550", so würde daraus zu folgern sein, dass der 
fallende Körper in unendlicher Entfernung von der Sonne, d. h. in 
einer Entfernung, bei welcher die Bewegung des fallenden Körpers 
durch die Anziehungskraft der Sonne noch nicht merklich beeinflusst 
wurde, schon eine gegen die Sonne gerichtete Anfangsgeschwindig- 
keit c gehabt haben musste, welche bei gegebenem Werthe von F, 
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aus der obigen Gleichung berechnet Verden könnte. So z. B. wüide 
dem Werthe F, ^93000" nach obiger Gleichung der Werth c = 

83000°' entsprechen (vgl. § 19). 

§ 3-2. 
Bewegung eines von zwei Weltkürpern gleichzeilig angezogenen materiellen Punktes. 
Es soll wiederum angenommen werden, dass ^e Ajiziehnngs- 
kraft jedes der beiden unbeweglich und kugelförmig vorausgesetzten 
Weitkörper so wirkt, wie wenn die Uasse im Mittelpunkte des- 
selben coBcentrirt wäre. Wenn mit p und q resp. die Fallbescblen- 
nigungen an den Oberflächen derselben bezeichnet werden, so sind 
die Anziehungskräfte P 
^'S' ^*' und Q, welche auf den 

materiellen Punkt bei 
der in Fig. 74 darge- 
stellten Lage desselben 

^_ _ wirken, nach dem New- 

ton'schen Gravitations- 
I berechnen aus dea GleichaDgen: 



(^ 



«5 {a^xY 

Die Beschleunigung, welche die Kraftdifferenz Q — P dem materi- 
ellen Punkte ertbeilt, ist also: 

'dt~ (a — xy~~^' 
Diese Gleichung nimmt, wenn auf beiden Seiten mit 2 <jx multi- 

dx 



V gesetzt wird, die Form an: 

2pr^dx 



plicirt und auf der linken Seite - 

Durch Integration derselben erhält man die Gleichung; 

a — X X 

Wenn mit v^ die Anfangsgeschwindigkeit bezeichnet wird, mit 
materielle Punkt die Oberfläche des Weltkörpers M 



verliess, so ist: 



?_?_Pi _i_ 1?"L' 



i 



BewegoDg eines von zwei Weltkarpera angc^ogfnen materiellen Panktea. 



':+^.p'IC.)-(^.)l+^.K^D- 



^B Ben 

^Bsnd man erhält nach Substitution des bieraus für die Constante 
^M 10 entuebm enden Werthes die Gleichung: 

r " 

Diejenige Grösse, welche die AnfangsgeschwiDdigkeit s^ haben musste, 

Fenn » ^ werden soll in dem Augenblicke, wo a; ^ « wird, kann 

inet werden aus der Gleichung: 

o = rf + ^,e>|(^.)-C-^)l + ^--C-i> 

3 soll angenommen werden, dass x ^=u zugleich derjenige Werth 
1 X ist, für welchen P =^ Q wird ; dann ist u zu bestimmen aus 
r Gleichung: 

mpr* Mjp* 

M* (o — «)* 

[Venn man den aus dieser Gleichung für^r- sich ergebenden Werfch 
aubstituirt, so erhält man für vi die Gleichung: 

Die Stelle, an welcher die beiden A.nziehiingslträfte P und Q ein- 
ander im Gleichgewicht halten, zerlegt den Abstand ME in zwei 
Theile u und a — u, für deren Verbältniss aus der vorletzten 
Gleichung der Werth sich ergiebt: 

a — u p 2 
d wenn man die aus dieser Gleichung sieb ergebenden Werthe: 

■ 

Wenn mit M und E die Massen der beiden Weltkörper bezeichnet 
werden, so ergeben sich für die beiden Fallbeschleunigungen p und 

■ aus dem Newton'schen Gesetze die Gleichungen: 
, mM , mE p Mo' 

und nach Substitution des letzteren Wertbes nimmt die oben für 
die Yerhältuisszahl » gefundene Gleichung die Form an: 



\ der vorhergehenden Gleichung substituirt, so erhält man für i 
^n Werth: 
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l/.¥ 

Dankt man sich deo materiellen Funkt die Oberfläche des 

Weltkörpei's M mit einer Anfangsgeschwindigkeit verlassend, welche 
kleiner ist, als die oben gefundene !.-„, so wird seine Geschwindig- 
keit sehen früher Null werden, bevor er die Gleichgewichtsstelle 
erreicht; er wird also zu dem Weltkorper N wieder zurückkehren. 
War dagegen seine Anfangsgeschwindigkeit grösser als v^,, so wird 
er jene Stelle überschreiten und den jenseitigen Weltkörper er- 
reichen. 

Die oben gefangene Gleiehang würde man z, B. anwenden können, uiri 
die (ieBchwindigkeit zu berechnen, mit welcher ein Körper die Mondoher- 
Mche Terkssen müBstc, um die Erde za erreichen. FQr diesen Fall wQrde 



1 die Werthe zu sobstituiren haben: n ;= 1/ ^l/ — , 

..nrrn/inn^ P 1 p 1 P 1 _ 



= 63700001° 



g — 9m,8. 
aan erhält 



i' r 0,278' a — r 60—0.273' 
fDr jene Grenz geachwindigVeit den Werth t'o=:2300™. Ea müsate aUo einem 
Ton der Mondobeifläche ans geworfenen Körper eine An fangsgeach windigkeit 
ertheilt werden, welche gröa-er iat als 2300", wenn derselbe die Erde 
erreichen sollte. 

Da jedoch die oben gemachte Voraussetzung des Ruhezustandes 
der beiden Weltkorper weder in Bezug auf die Erde noch in Bezug 
auf den Mond erfüllt ist, so darf der obige Werth nur als An- 
D&herungswerth betrachtet werden. 

§ 33. 



Der Widerstand, welchen eine Flüssigkeit der Bewegung eines 
L Körpers entgegensetzt, ist -- wie die Erfahrung lehrt — annähe- 
Vinngsweise proportional dem Quadrate seiner Geschwindigkeit ei 
^setzen, also zu bestimmen aus der Gleichung: 

1) ir= Ai!', 

in welcher A einen aus direckten Versuchen zu bestimmenden Er- 
fahrungs - Coefficienten bedeutet. Diejenige Geschwindigkeit k, mil 
welcher der Körper sich bewegen musste, damit der Widerstand 
W so gross wie das Gewicht mg des Körpers werde, findet mai 
»US der Gleichung: 

2) mg =^ Ak''. 

l'Man kann hiernach den Erfahrungs-Coefücienten A auch auS' 
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drücken durch diese aus Versuchen zu bestimmende Geschwindig- 
keit fc, indem man den Widerstand fT berechnet aus der Gleichung: 



3) 



W 

mg 






oder: W 



mg 



V 



Steighöhe. 

Bei der steigenden Bewegung wirken das Gewicht mg und der 

Widerstand W beide der Geschwipdigkeit v entgegen (s. Fig. 75); 

Fig. 75. man erhält also für diesen Fall die allgemeine 

Bewegungsgleichung: 

dv /'mg + W 




4) 



dt 



= -( 



m 



). 



welche nach Substitution des oben für W gefun- 

v^ix denen Werthes die Form annimmt: 
dt 



=-K^ + S 



6) 



7) 



Wenn man diese Gleichung auf beiden Seiten mit 

doß 
2 dx multiplicirt, hierauf — = v setzt und dann 

die Integration ausführt, so ergeben sich daraus 
der Reihe nach die folgenden Gleichungen: 

dx 






dt 

2v dv 



= — ^ldx, 



«) ^^(f 



k^-\-v^\__2gx 



+ c V k^ 

Um hieraus die Höhe h zu berechnen, welche ein mit der Anfangs- 
geschwindigkeit c senkrecht nach oben geworfener Körper als Steig- 
höhe erreicht, hat man x=h und zugleich «; = zu setzen; man 
erhält dann die Gleichung: 



«) *=l^'^0+Ä- 



Wäre z. B. bekannt, dass bei einer bestimmten gegebenen Kugel der 
Luftwiderstand gleich ihrem Gewichte wird, wenn dieselbe mit einer Geschwin- 
digkeit k=100^ sich bewegt, so konnte man die Steighöhe h, welche die 

Bitter, AnalTtisohe Mechanik. 3. Aufl. g 
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0745. 



Kugel bei der Anfangsgeschwindigkeit c=^10^ erreichen wurde, berechnen 
ans der Gleichung: 

Ohne das Vorhandensein des Luftwiderstandes wurde die Steighöhe 5>^,1 be- 
tragen. Es hat also bei geringer Anfangsgeschwindigkeit der Luftwiderstand 
einen verhältnissmässig kleinen Einfluss auf die Steighöhe. 

Setzt man dagegen ein anderes Mal c = 400™, so wird ä = 1445'**, 
während ohne das Vorhandensein des Luftwiderstandes der Körper die be- 
trächtlich grössere Steighöhe h = 8160™ erreichen würde. 

Fallgesohwindigkeit. 

Für die fallende Bewegung, bei welcher der Widerstand W 

der Schwere entgegenwirkt, erhält man nach Fig. 76 die allgemeine 

Bewegungsgleichung : 

dv mg — W ^^ v^\ 



f — 



Fig. 76. 
B 



10) 



kW 



4.: -4 

m 



=K 



1 



yW. 



W'" 



dt m " \' k 

aus welcher man — auf dieselbe Weise wie beim 
vorigen Falle — durch Multiplication mit 2 dx und 
nachherige Integration die folgenden Gleichungen 
ableitet: 



'mg 



11) 



12) 



2^.. = 2,.x(l-^). 



dt 
2 V dv 



Je 



■v 






dx. 



"0 



13) 



h^—v^\_ 2gx 






k 



8 



Um die Höhe h zu bestimmen, von welcher ein mit der Geschwin- 
digkeit Null seine Bewegung beginnender materieller Punkt herab- 
fallen muss, um die Endgeschwindigkeit V zu erlangen, hat man 
in dieser Gleichung die Werthe zu substituiren: Vq=0^ x = h^ 
v= V und erhält dann die Gleichung: 

14) Ä= -lg(^-^^-_^j, oder: F 



= k \/l - 



e *• 



Diese Gleichung zeigt, dass mit zunehmender Fallhöhe die Fallgeschwin- 
digkeit dem Grenzwerthe k immer mehr sich nähert, ohne denselben je zu 
erreichen: denn erst für ä = oo wird V=k. 

Durch Gleichsetzung der in den Gleichungen 9) und 14) für 
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h gefundenen beiden Werthe erhält man fär diejenige (Geschwindig- 
keit F, mit welcher ein vertical aufwärts mit der An&ngsgeschwin- 
digkeit c geworfener Körper unten wieder ankommt, den Werth: 



Setat man wieder ib^lOO"», so wird, wenn c = 10°^ war, F = 9™,95; 
wenn dagegen c = 400™ war, so wird 1^=97™, während ohne Vorhandensein 
des Luftwiderstandes V=c sein würde. 

Steigdaner. 
Um bei der steigenden Bewegung (Fig. 75) die Geschwindig- 
keit V als Function der Zeit t darzustellen, hat man die Gleichung 
5) zunächst auf die Form: 

zu bringen und dieselbe alsdann zu integriren. Man gelangt dabei 
zu folgenden Gleichungen: 



17) 



18) arctg-^— arctg-^ = — -^. 

Setzt man abkärzungsweise aicig -j- = a. und ^ = ß, so wird: 

19) l-tg(*-ß)--i+tgatgß' 

und wenn man alsdann für a und ß ihre Werthe wiederum sub- 
stituirt, so erhält man die Gleichung: 

20) 1= * * 




Aus dieser Gleichung kann man die Steigdauer T berechnen, 
indem man darin v = und t=T setzt, woraus sich der Werth 
ergiebt: 

21) T=-arctg-^. 

6* 
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Wenn man wiederum ä;=100'^ setzt, so erhält man für c = 10™ die 
Steigdauer T = 1,0177 Secunden (während ohne Vorhandensein des Luft- 
widerstandes T = ^-r^ = 1,02 Secunden sein würde). Für c = 400"* wird 

T= 18,52 Secunden (während ohne Luftwiderstand der Werth !r= — —=^ 
40,8 Secunden sich ergeben würde). ' 

Die Gleichung 20) kaDn man noch benutzen, um die zurück- 
gelegte Wegeslänge x als Function der Zeit t darzustellen. Zu 

dx 
diesem Zwecke hat man darin für v seinen Werth — r-, ferner 



dt 
cos 



für tg ^ den Werth ]r-rr zu substituiren und hierauf die 

(¥) 

zweite Integration auszuführen. Man gelangt dann zu den folgen- 
den Gleichungen: 



22) - — = - 
■' h dt c 



'" (t) + "^^ (f ) 



^ sm I ~ 



c qt . qt\ 

23) dx = -\\-^--^^-~\d{j^) 

^sin^ + cos-y 

Är^, \c , gt . gt 




24) :r = — lgj|sin^ + cos 



g \k Je Je 

Die letztere Gleichung liefert wiederum die Steighöhe x = h 
(Gleichung 9), sobald darin für t die Steigdauer T (Gleichung 21) 
substituirt wird. 

Falldauer. 

Um für die fallende Bewegung (Fig. 76) die Geschwindigkeit 
V und die durchfallene Höhe x als Functionen der Zeit t darzu- 
stellen, hat man zunächst in der Gleichung 10), welcher man auch 
die folgende Form: 

geben kann, für Jc^ — v^ den Werth zu substituiren, welcher au» 
der Gleichung: 
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26) •-+' = "_. — -- 't 

k -{- V k -\- V k^ — v^ \ 

sich ergiebt, und hierauf die Integration auszufahren. Man erhält 
dann die folgenden Gleichungen: 



") j^.+j^,='ih 



h 



e' + l 
deren letztere zeigt, dass die Geschwindigkeit v der Grösse k als 
•oberem Grenz werthe unaufhörlich sich nähert, ohne denselben je zu 
erreichen; denn erst für t = oC' wird v = k. 

Wenn man in der letzteren Gleichung wieder -r- statt v 

dt 

«etzt und auf der rechten Seite Zähler und Nenner mit e 
fflultiplicirt, so erhält man durch Ausfuhrung der zweiten Integra- 
tion die Gleichung: 

(9* _?'\ 

"'^Z ), oder: 

31) < = |lg|.*"+^/e*'-lj. 

H^ach der letzteren Gleichung kann man, wenn darin x = h gesetzt 
wird, die der ganzen Fallhöhe h entsprechende Falldauer berechnen. 

Setzt man wieder k = 100"^ und (wie bei dem ersten der oben berech- 
neten beiden Zahlenbeispiele gefunden wurde) a? = ä = 5"^,0745, so wird 
i = 1,018 Secanden. Für den zweiten Fall, bei welchem h = 1445"^ gefunden 
warde, erhält man die Fallzeit ^ = 21,35 Sacunden. 

Dieselben Werthe wurde man für t aus Gleiohung 28) erhalten, wenn 
man darin für v die oben berechneten Werthe der Endgeschwindigkeit V 
flubstitnirte. 

Bereohnnngr der Geschwindigkeit des gleichförmigen Fallens. 
Den Widerstand, welchen eine Flüssigkeit der Bewegung eines 
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EOrpers entgegensetzt, kann man annäbernd berechnen nach < 
Erfahriingsfonnel: 

in welcher v die Geschwindigkeit, F die rechtwinkelig zur Bewe- 
gungsrichtung genommene grOsste Querschnittsfläehe dea ESrpersT 
y das Gewicht der Flüssigkeit pro Cnbikmeter und ? einen Etfah- 
rungs-Coefficienten bezeichnet, welcher für kugelförmige Körper un- 
gefähr den Werth 0,5 hat. Um hiernach für einen kugelförmigen 
Körper die GeschwiDdigkeit des gleichförmigen Fallens zu berechnen, 
würde man in der obigen Gleichung k statt r und das Gewicht der 
Kugel ^ statt W zu subatituiren haben — vorausgesetzt, dass die 
Flüssigkeit im Verhftitniss zu dem Stoffe, aus welchem die Kugel 
besteht, sehr leicht ist. Wenn also mit y, das Gewicht des Stoffes 
der Kugel pro Cubikeinheit und mit r der Halbmesser derselben 
bezeichnet wird, so ist die Geschwindigkeit k zu bestimmen aus der 
Gleichung: 

33) ■,,-^r'^ = tV-r.^^, oder; t=V-sjl- 

För eine eueme Ko^el, welche aioh in gewöhnlicher atmospharigcher 
Luft bewegt, würde f, =^ 7500 Xil. und y = 1,293 zu Beizen aein. Man erhält 
hiernach z. B, fDr denjenigen Balbmesser, welchen eine eiserne Kugel haben 
miJsBte, nenn die GeBchmindigkeit 1-=^ 100"' aein soll, indem rnsn £^0,5 setit, 
den Werlh; 

_ 3 1.293 100= _ 



= 0'",033. 



Wenn der Unterschied zwischen dem specifischen Gewichte der 
Flüssigkeit und dem specifischen Gewichte des Stoffes, aus welchem 
die Kugel besteht, nicht sehr gross ist, so hat man zu berücksich- 
tigen, dass die Geschwindigkeit des gleichttirmigen Sinkens in diesem 
Falle verschieden ist von der oben mit k bezeichneten Widersfands- 
gescb windigkeit, und man hat, um die erstere zu berechnen, statt 
Yi die Differenz der beiden Gewichte pro Cubikeinheit zu setzen. 

Hü z, B. würde man für die Bewegung der eisernen Engel in Wasser die 
Werthe zu anbstitairen haben; y = WW Kil. 7, = 7500 — 1000 — 6500 Kil. 
und erhielte für denjenigen HalbmesBer, welchen die Kugel haben mösste, nm. 
bei einer Gesoh windigkeit Ton 100™ gleichförmig zu sinken, den Wetth: 

,._i.OS '"''.™!-2«..™ 

Wenn dagegen die (iesch windigkeit des gleichförmigen l^inkens nur 0°',001 
betragen aollte, so müsste der Halbmeaser der eiseinen Kugel die GrSasa 
^ = 0^,000000002828 hahen 



r 



ler Flüssigkeit gegta bewegte Körper, 



§ 34. 

Bewegung eines materiellen Punktes unter alleiniger Einwirkung eines von seiner 

Geschwindigkeit abhängenden Widerstandes, 

Wäre der Widerstand W der ersten Potenz der Geachwindig- 
keit V proportional, so würde mao W:= Av setzen itönnen, und 
för die Bewegiingsgleichung die Form erhalten: 



Ar 



dt ' 



oder wenn man abkürzungsweise den constanten Factor — ^ a 
setzt, die einfachere Form: 

i'l— _ 
dt ~ ""■ 

TJm die Geschwindigkeit v als Function der zurückgelegten 
Wegeslänge x darzustellen, hat man diese Gleichung mit (/( zu 
multipliciren und auf der rechten Seite dj- statt vdt zu setzen. 
Durch Integration derselben erhält man die folgende Gleichung: 

j dv ^^ — a I dx, oder: u =; r,, — - ax, 

ana welcher sich ergiebt, dass v = wird, wenn -x ^ -— geworden 
ist. B^ wird also der mit der Anfangsgeschwindigkeit i>(, seine Be- 
wegung beginnende materielle Punkt nach Zurücklegung der Strecke 
"- zur Ruhe gelangen. 

Dm die Grössen o und x als Functionen der Zeit t darzu- 
stellen, hat man der ursprünglichen Bewegungsgleichung die Form 



--- = — adt. 
Durch Integration derselben gelangt man zu folgenden Gleichungen: 

P /? =-«/". ■^(::)=-<"' '='"-'■ 

Wenn man den letzteren Werth dem vorher für v gefundenen 
Werthe gleichsetzt, so erhält man für x die Gleichung: 
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Diese Gleichung zeigt, dass erst dann 






t^x. geworden ist. Es wird also der materielle Punkt erat nach 
unendlich langer Zeit zur Ruhe gelangen; d.h. er wird dem End- 
punkte der Strecke " unaufhörlich sieh nähern, ohne denselben je 

zu erreichen. 

Wenn man ein anderes Mal wie im vorigen Paragraphen 

W^Av^ und wiederum abkürzungsweise — ^o setzt, so e 

man die Bewegiingsgleichung: 

dv _ _ , 

dt ~' "" ' 
aus welcher man durch Multipllcation mit dx und nachherige It^ 
tegration die Gleichung ableitet: " 



dv^ — ao^dx, 



o- 



j'dv 




Statt dessen kann man auch (um v als Functi 
der obigen Gleichung die Form geben: 

^ = adt, 

und die Integration derselben Tührt alsdann zu folgenden Gleichungen: 



-/^=»^ 



"1+0 



Durch Gleichaetzung der beiden für i' gefundenen Werthe erbSlt 
man für x die Gleichung: 

3-= [ lg(l+«''oO- 
Die vorletzte Gleichung zeigt, dass hier ebenso wie beim 
vorigen Falle die Geschwindigkeit erst nach, unendlich langer Ze'* 
gleich Null wird. Die letzte Gleichung zeigt, dass für ( ^ -v: auch 
x=^-<. wird im Gegensätze zu dem vorigen Falle, bei welche* 
mit wachsender Zeit die zurückgelegte Wegeslänge einem endlich^" 
Grenzwerthe sich näherte. 



V 
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Wenn man bei dem zuletzt behandettCD Falle den Widerstand 
Tals von einer Flüssigkeit lierrülirend betrachtet, so ergiebt sieh 
aus der Vergleicbitng des hier für fV angenommeDeo Wertbes mit 
dem im vorigen Paragraphen für diesen Widerstand gefundenen 

Wertbe, dass die Constante a die Grösse -^ hat. Man kann daher 

den liier gefundenen Gleichungen auch die folgenden Formen geben : 



k-~' 



'+;! 



Setzt man wiedernm fr=: 100"' an' 
gr»|ilieii berechneten Zahle nbeispiele] ■ 



'^i^ + M 



Sfltiraden die Werth«; 



(wie bei dem zweiten im vorigen Para- 
, = 400"'. 30 ergeben sieh für 1 = 2 



~'~inu' ' 



100', 



100* 



,-400-2 ^SSO"',;. 



Du die Bahnlinie einer iu horlzootaler Richtung abgeechosseiien Kanonen- - 
^ogel tDfan^s nahezn eine faorizontnle gerade Linie bildet, so würde man anf 
^< bin angegebene Weise für den ersten Theil der Bahnlinie die alimählieh 
»bnehmeDde Geschwindiglieit der Kugel, sowie die von derselben zarückgelegfte 
negeslänge annäherungsweise berechnen Itünnen. £s ist jedoch dabei zu be- 
rflckaichligen, dass die hier gemadite Voraussetzung, noch welcher der Lnft- 
"ifeatand stets dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional wirken sollte, 
imr annäherungsweise der Wirkliebkeit entspricht, und dass namentlich bei so 
gtonen Geachwindigkeilen, wie die hier als Beispiel gewählte, diese Voraus- 
sttzung als ungenau sich erweisen würde. 



§ 35. 

Bewegung eines materiellen Punktes unter Einwirkung einer dem Abttande von \ J 
einem festen Aniiehungscentrum proportionalen Anziehungskraft. " 

Wenn mit Q die Grösse bezeichnet wird, welche die von dem 
festen Punkte auf den materiellen Punkt übertragene An- 
ziehungskraft bei dem Abstände a hat, und mit K die Grösse, 
welche diese Anziehungskraft bei dem Abstände x annimmt, so 
ergiebt sieh ans der gemachten Voraussetzung, nach welcher die 
Anziehungskraft stets proportional dem Abstände wirken soll, die 
Gleichung: 
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^H ans welcher man für jedoD Werth tod x den zugehörigen 1)0^^| 

^H von A' berechnen kann, sobald die beiden Grössen Q und a ge^^^| 
^B- sind (Fig. W^M 

^m ^'«- "•''■ Nach § 2 wird die BesctalalH 

^H . Si. M M^ V gung der Bewegung durch dl^| 

^H i_ j;___ zweiten DifTerenzial' Quotienten dfln 

^H _ _^ Weges nach der Zeit dargestellt. 1 

^H Da die Kraft K dem Wachsen von r 

^H entgegenwirkt, so ist die Beschleunigung im vorliegenden Falle 

^H eine negative OrCsse. Man erhält also für die der Masse m des 

^1 materiellen Punktes von der Kraft K ertheilte Beschleunigung die 

^H Gleichung: 

^B in welcher der Factor — als eine gegebene constante Grösse zu be- 

^1 trachten ist. Wenn abkürzungsweise.' 

^H gesetzt wird, so nimmt diese Gleichung die einfachere Form UJ^H 

r ^ 

, \ Als allgemeines Integral dieser Differenzialgleichung erhält man . 
. > ' '' durch zweimalige Integration derselben die Gleichung: 
. \''V__^'-' r = A sin /■? + B cos kt, 

jrw^ in welcher A und B constante Grössen sind, welche aus den ge- 
fnj»^ ,,!■ gebenen Anfangswerthen von x und - bestimmt werden können. 

Zf ^\ Für die Geschwindigkeit v erhält man aus dieser Gleichung, indem 
Ljy man dieselbe differenziirt, den Ausdruck: 

dx 

_- ^ V ^= .4^' cos l-i - Hk sin kt 
nt 

Wenn also mit 3:0 und v^ die Werthe bezeichnet werden, wel- 
che resp. die Grössen x und v für f^=0 annehmen, so ergeben sieh 
zur Bestimmung jener beiden Constanten die Gleichungen; 

:,-, =o + ß, (■„ = Ji — 0, 
und wenn man die hieraus für dieselben sich ergebenden Werthe 
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SO nehmen die oben gefundenen Gleichungen die 



- sin Ict ~ 



fit ~ 



n COS kf 



ak sin kt 



Ei sollen diese Gleichungen zunächst auf den speciellen Fall 
«iigowendet werden, in welchem die Anfangsgeschwindigkeit «o =^ 
m. Setzt man zugleich r„ = r, so wird: 

3- = »■ cos kt und -,- = — rk sin kt. 
lii 

Aus diesen Gleichungen ergeben sieb für ht = tc die Werthe 
i = — r nnd -,, = 0: für Ä-i == 2 tc erhält man die Werthe 



i = + /■ und 



At 



= 0. 



■- 0; für fr( ^ 3 t: wird wieder ,: 



■ und 



Fig. 78. 



Die Bewegung des materiellen Punktes ist also eine 
zwischen den Endpunkten Ä und 
B der Strecken -f-r und — *■ hin 
und her schwingende Bewegung 
(Fig, 78). 

Denkt man sich einen zweiten 
materiellen Punkt gleichzeitig mit 
dem vorigen seine Bewegung bei 
A beginnend und längs der Peri- 
pherie des vom Änziehungacentrum 
aus mit dem Halbmesser r be- 
schriebenen Kreises in solcher 
Weise sich bewegend , dass der 
Radius desselben mit der constan- 
1 Winkelgeschwindigkeit k sich dreht, so erglebt sich, dass die 
' Bewegung der Projection dieses zweiten Punktes auf dem Durch- 
messer AB genau übereinstimmt mit der Bewegung jenes ersten 
materiellen Punktes. In derselben Zeit, welche der zweite Punkt 
braucht, um die halbe Peripherie des Kreises zu durchlaufen, legt 
der erste die Länge des Durchmessers A B zurück, und man erhSlt 
für die Dauer einer solchen Schwingung, indem man kt = t: setzt, 




f 



1^ Gleichung: 



well 

Schwingungsweite 



zeigt, dass die Schwingungsdauer unabhängig ist von der 
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Die Geschwindigkeit des schwingenden Pnnktes wird am grOssten 
io dem Augenblicke, wo derselbe den Mittelpunkt seiner Schwingungs- 
kahn durchläuft, und man erhält für dieae grdsste Geschwindigkeit, 

indem man für kr ein Vielfaches von ^ oder sin ki = 



: 1 setzt, 



den Ausdruck: 



trk = 



\/v 



Wenn z. B. Jer Erdmitlelponkt das Anziehnngjcentrun bildete, nod 4^1 
ausgeseUt werden dürfte, dasa bei «inem längs des Darchmeaaers dorch dss 
Innere der Erdkugel aich bewegenden materiellen Pnnkte das Gewicht ateta 
proportional dem Abstände vom Erdimttelpnnkfe sich ändert, ao wQrile Q = mg 
ta letiea aein, wenn unter n der Erdhalbmeaaer veratandeo wird, und man 
«rhielte für die Schwingungsdaner den Werth: 



-|/=;=-v^ 



aTOOOO 



- 25S2 Secunden. 

Ea würde also ein am einen Ende in einen lün^s dea Darcbmesserä durch 
4^'•. Erde getriebenen Schacht hineinfallender Körper nach Äblanf von 42 Minu- 
ten und 12 Secunden an der jenaeitigen Mündung die Erdoberfläche wieder er- 
reichen. Für die Geschwindigkeit, mit welcher dieser Körper den Erdmittel- 
pnnbt pasgiren würde, ergiebt sich der Werth; 



'V^.- 



I — -/g.a. 6370000= 7900'". 



Mit eben derselben Geschwindigkeit müsste ein Punkt den Erdumfang 
dnrchlanfen , wenn die Bewegang seiner ProJBction nnf dem Durchmesger 
übereinatimmen sollte mit der Bewegung jenea den Schacht darchfallenden 
Köriiers, 

Den Fall, wo «„ von Null und x^ von r verschieden war, 
kann man auf den eben behandelten einfacheren Fall dadurch 
zunickführen, dass man ans den oben gefundeneu allgemeinen 
Gleichungen zunächst denjenigen Werth von ( berechnet, für wel- 



, wird, und der Abstand x seinen grössten Werth 



«han „ = 

dt 

annimmt. Wenn man dann den Endpunkt dieses Zeitabschnitts als 
Anfangspunkt der Bewegung betrachtet, so nehmen die allgemeinen 
Gleichungen wiedenim die dem vorigen Falle entsprechenden ein- 
facheren Formen an. Bei Anwendung dieses Verfahrens erhält mas 
für / und r die Gleichungen: 



= 



v„ COS kt - 



:„ k sin k 



oder: ig kt - 



,=!/.:- 



t,r' 
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§ 36. 

Bewegung des materiellen Punktes unter Einwirkung einer dem Abstände von 
einem festen Punkte proportionalen Abstossungskraft. 

Wenn man in der Gleichung, welche für den im vorigen Para- 
graphen behandelten Fall den Ausgangspunkt der Bechnung bildete,^ 
die Grösse — k^ vertauscht mit + &*, so erhält man die Gleichung: 

nach welcher für den vorliegenden Fall die Bewegung des mate- 
riellen Punktes zu bestimmen ist. Das allgemeine Integral dieser 
Differenzialgleichung ist: 

x = Äe -\- Bke 
Für die Geschwindigkeit v ergiebt sich hieraus der allgemeine 
Ausdruck : 

v=^--==Äke — Bke 
dt 

Zur Bestimmung der Constanten Ä und B erhält man, indem maa 

die dem Werthe ^ = entsprechenden Anfangswerthe x = Xq und 

^ = Vq substituirt, die Gleichungen: 

Xq= A-\- B und Vq = Ak — Bk. 

Nach Substitution der hieraus sich ergebenden Werthe nehmen die^ 

obigen allgemeinen Gleichungen die Formen an: 

v = —=j{x^k + VQ)e —-^(xQk — VQ)e . 

Für den speciellen Fall, in welchem Vq =kxQ war, erhält maa 

die einfacheren Gleichungen: 

+kt ^^ ^ -^kt 

dt 

und wenn man ein anderes Mal Vq = — kxQ setzt, so wird: 

_ -^* dx __ -""' 

X — Xq ß , , Xq fC€ ■ 

dx 
Im letzteren Falle wird x=^0 und - = 0, wenn t= oc 

dt 

wird, d. h. in diesem Falle nähert sich der materielle Punkt dem 

abstossenden festen Punkte unaufhörlich, ohne denselben jemals ziü 

erreichen. 



X '• Xq & , , KXq ß 



Capitel yUL 
jKr nmmlini gft Bewegung des nuteiiellen Punkte 



Die Bew^uDg, veldie mn mat«ndl«r Ponkt onter ESmrirkung 
der Schwerkraft auaföhrt, ist ein« knmuDlin^e, sobald die Äo&ngs- 
geschwindigteit nicht mit der Kditiug der Schwere ZQäammen- 
fällL Nach dem Gesetze der Unabhii^gkeit der BeweguDgeo (g 29) 
erfolgt eine jede Ton den beiden Seitenbewegnngen — die hori- 
zontale sowohl wie die verticale — genan so, als ob die andere 
nicht Torhanden wäre. Da die Schwerkraft vertical abwärts wirkt, 
80 ist die horizontale Seitenbewegung gleichförmig, die verticale da- 
gegen eine beschlennigte oder verzögerte, je nachdem die verticale 
Settengescb windigkeit abwärts oder aufwärts gerichtet ist. Bteraus 
ergebe Q sieb nach der 
Fi^- -»- in Fig. 79 gewählten 

Bezeichnongsweise 
für die beiden Seiten- 
bewegungen die Glei- 
chungen : 







Durch einmalige Integration derselben erhält man die folgen« 
beiden Gleichungen: 

- = Con8t, -^ =^j(-f Const. 

Um die beiden Cotistanten zu bestimmen, hat man die dem Werthe 
t^Q entsprechenden Anfangswerthe v^ cos a und f,, sin a für die 
beiden Seitengeschwindigkeiten einzusetien. Die obigen beiden 
Gleichungen nehmen nach Substitution der auf solche Weise ge- 
fundenen Werthe dann die Formen an: 



1 



3) 



g COS a, 4) 



-!>■ 
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Fig. 80. 



For die Grösse und Sichtung der Besultirenden von diesen beiden 
Seitengeschwiodigkeiten ergeben sich hieraus die Gleichungen: 

5) e; = y^ (Vq cos a)^ -|- (^o sin a — fjt)^, 

6) tg«) = ^<'"°"=^^- 

Vq COS a 

Die Geschwindigkeit v kann als Hypotenuse eines rechtwinkeligen 
Dreiecks angesehen werden, dessen horizontale Kathete die von 

t unabhängige Länge Vq cos a hat. Wenn 
man also das in § 8 mit Bezug auf Fig. 10 
und Fig. 11 erklärte Verfahren auf den vor- 
liegenden Fall anwendet und von irgend einem 
Punkte aus die sämmtlichen auf einander 
folgenden Geschwindigkeiten nach Grösse und 
Richtung abträgt, so liegen die Endpunkte 
Ä^ M, B aller dieser Strecken in einer und 
derselben Verticalen (Fig. 80). 

Die Ausführung der zweiten Integration 
fahrt zu den beiden Gleichungen: 

7) X = Vq cos OL . ^, 

8) y = t?o sin a . t — ^ i 

insofern die beiden Constanten hier Null sind, da für ^ = auch 
a? = und y = sein muss. Durch Elimination der Grösse t 
erhält man die Gleichung der Bahnlinie: 




9) y = tga.a: 



X 



2t^ocosa^ ' 

Diese Gleichung zeigt, dass die Bahnlinie eine Parabel mit ver- 
ticaler Achse ist. Um die Coordinaten des Scheitelpunktes dieser 

Parabel zu finden, hat man — ^ = zu setzen und erhält die Werthe: 

dx 



10) x = 



v\ sin 2 a 



U) y = 



VI sin a 



1 



cosa 



2^ ' ^ ^ 2^ 

Wenn man Gleichung 9) für tg a auflösst (indem man 

g = 1 -t" tg a^ setzt), so erhält man für denjenigen Winkel, 



welchen die Anfangsgeschwindigkeit i'^ mit der Horizontalen bilden 
musste, damit ein durch seine Coordinaten x und y gegebener 
Punkt M getroffen werde, die Gleichung: 



smmm 



12) 






1 



Diese Gleiehiing zeigt, dasa es im illgemeinen für die Anfangs- 
geBcfiwindigkeit !„ immer zwei Ricbtiingen giebt, bei welchen der 
vorgeschriebene Piinitt durch die BahDlinie getroffeo wird. Eine 
Ausnahme bildet derjenige Fall, in welcijem der gegebene Punkt 
eine solche Lage hat, dass der Ausdruck unter dem Wurzelzeicheo 
Null wird; für diesen Fall giebt es oiir einen Werth von cc, welcher 
der Bedingung genügt. Wenn aber der gegebene Punkt eine solche 
Lage hätte, dass der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen negativ 
wäre, so würde tg a imaginär werden, woraus zu achliessen ist, 
dass in diesem Falle der gegebene Punkt überhaupt nicht erreichbar 
sein würde bei der gegebenen Grösse der Anfangsgeachwindigkett 
Kfl. Wenn man den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen gleich Null 
setzt, so erhält man die Gleichung: 

■2 vi 

als Gleichung der Grenzlinie, welche in der verticalen Bahnebene 
das Gebiet der erreichbaren Punkte elnaehliesst und von dem Ge- 
biete der unerreichbaren Punkte trennt. Öiese krumme Linie ist 
wiederum eioe Parabel mit verticaler Achse, und zwar liegt der 
Scheitelpunkt derselben vertical über dem Punkte ^-1 in der Höhe; 

,4, ».4, 

welche der Anfangsgeschwindigkeit v^ als Fallhöhe entspricht. Wenn 
man der Gleichung dieser Parabel die Form giebt: 

SO erkennt man zugleich, dass der Anfangspunkt A den Brennpunkt 
und die Grösse 2 h den Parameter derselben bildet. 

Legt man durch den Punkt A eine gerade Linie, welche den 
Winkel a mit der Horizontalen einsehliesst, so bilden die Durch- 
schnittspunkte derselben mit jener Qrenzparabel die Bndpunkte 
(ür die grösate in dieser Richtung erreichbare Wurfweite. Durch 
Substitution der aua Fig. 81 zu entnehmenden Werthe x^^lcoia 
und ij^lsma erhält man für dieses Maximum der erreichbareo 
Wurfweite aus Gleichung 15) den Ausdruck: 



a geworfenen Körpers. 
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in nelcbem das Pluszeichen auf die Strecki 
zeichen auf die Strecke AP, sich bezieht. 




AP, das Minus- 
ibt. Für M = wird 
/ = - 2 A; es ist also 
das Maximum der 
auf horizontaler Ebene 
zn erreichenden Wurf- 
weite doppelt so gross, 
als die der Anfangs- 
geschwindigkeit Wo ent- 
sprechende Falthöhe. 



i 38. 



des geworfenen KBrpers unter gleichzeJMger Einwirkung der 
Schwer kraH und des Lutlwidertlandes. 
soll auch hier wieder (wie in § 33) vorausgesetzt werden, 
r Luftwiderstand W dem Quadrate der Geschwindigkeit 
proportiooal und stets der Bb- 
'^^' wegUDgsrichtung entgegen wirkt. 

_>"« Nach der in Pig 83 gewählten 
Bezeichnungsweise ergeben sich 
dann für die beiden Seitenbewe- 
gungen die Gleichungen; 

d-x WeoaB 

dt' ~ m~ ' 



t 



' auch setzen kann; 



wofür man mit Benutzung des 
schon in § 3i eingeführten Wer- 



rf'y . 



Die Geschwindigkeit i 
Seitengeacbwindigkeiten: 



ist die Resultirende der beiden 



und wenn man der Bedeutung des zweiten Differenziatquotienten 
gemäss : 

d^x dv_r d^ y d\>^ 
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5) --f = —avv,, 6) -jT = —g — avv^. 



setzt, so nehmen die obigen beiden Gleichungen die folgenden 
Formen an: 

— ^-avv., 6) -^ 

Um die erstere dieser beiden Gleichungen zu integriren, hat man 
derselben die Form zu geben: 

7) — - = — a.vdt = — ads 

und erhält durch Integration derselben mit Berücksichtigung des 
ümstandes, dass die horizontale Anfangsgeschwindigkeit gleich 
Vq cos OL war, die Gleichung: 

8) lg ( — ) = — a 5, oder: v^ = Vq cos a . e~"*. 

Um die Integration der die verticale Seitenbewegung betreffenden 
Gleichung auszuführen, kann man auf folgende Weise verfahren. 
Setzt man abkürzungs weise: 

so erhält man ffir den zweiten Differenzialquotienten Ton y nach t 
den Ausdruck: 

10^ <<^y _ ■■ '^'^ , dp dx 

^ dt* ~^ dt*^ dt dt ' 

fl TT fw 47 

welcher nach Substitution des in Gleichung 5) für -7-, = 



angegebenen Werthes die Form annimmt: 

^^^ -di^--'''"''P-^'di-dt- 

du dfj 
Wenn man diesen Ausdruck dem in Gleichung 6) für -^= ^ 



dt^ dt 
gefundenen Werthe gleichsetzt, so erhält man die Gleichung: 

dp dx 

^2) -di--di=-^' 

(dx\^ 
-T-j dividirt nach Substitution des in Gleichung 8) 

für -^ = Va: gefundenen Werthes die Form annimmt: 
dt 

j 2 as 

13) f. = -^-9_^.e . 

^ dx vi cos a^ 

Die Bahnlinie wird in ihrem oberhalb der Horizontalen des 
Anfangspunktes liegenden Theile eine um so flachere Curve bilden, 
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je kleiner der Winkel a iat, um welchen die Richtung der A.n- 
fangs^scljwindigkeit !•„ von der Horizontalen abweicht. Weno 
also dieser Winkel sehr klein ist — wie hier vorausgesetzt werden 
soll — 30 ist es zulässig, die Bogenlänge AM^:s mit ihrer Hori- 
loitaiprojection AP = x zu vertauschen, und die vorige Gleichung 
durch die folgende zu ersetzen: 



U) dp = 



J 
•>\ C03 a* 



dx. 



W enn m an diese Gleichung integrirt — und zwar auf der rechten 
Seite zwischen den Grenzen und x, auf der linken zfvischen den 
Grenzen tg « und p. so erhält man die Gleichnug: 



m p- 



^(1-« 



1? . 



I setzt, so erhält mau 
durcli abermalige Integration als Gleichung der Bahnlinie: 

16) y = :r('tga + - — / i) — i—rf- ;(«*"—!). 

' " v^ ' 2 .1 r; cos a"/ 4((*c,'co3 a* ^ ' 

Um die Grösse a; als Function der Zeit t darzustellen, hat man in 
Qleicfaung 8) ebenfalls s mit x zu vertauschen und dieselbe dann 
zu integriren. Man gelangt dadurch zu folgenden Gleichungen: 

17) -^^ ^^ t)|, cos a . c , e dx = Va cosol. dt, 



dt ' 



18) 
19) 



- 1 = 



■ '■ 



?{l + ««oC 



.0. 



Wenn man y ^= und ar = L setzt, so erhält man aus Glei- 
chung 16) für denjenigen Werth von a, bei welchem eine vor- 
geschriebene Wurfweite x=^L auf der Horizontalebene erreicht 
wird, die Gleichung: 

20 sin 2 a = -s-Vrl f- — ) ■ 

2a't)JV L / 



Xach § 33 and § 34 ist a^ ~ fa setzen, worin k diejenige Geachwin- 

digkeit bedfintet, bei welcher der Luftwiderstand gleich dein Gewiclite des ge- 
worfenen KBrpers ist. Wenn also — wie bei den dort beiaclinetan Zahleo- 
btisptelen — wieder i^lOO™ angenommen wird, ao Ist a^ 0,000 98 la 
Betten, Wenn femer t^IOOO" and »^400" gegeben ist, so wird nach 
flletchnng 20) lin 2 « = 0.182268 oder 2 « = 7° 85'. Es musa alao die Richtung 

7* 
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der ADfangsgeschwindigkeit nm einen Winkel von 3° 47',5 nach oben hin Yoma 
der Horizontalen abweichen, wenn ein 1000°^ entfernter, in gleicher Höhe rsL%rt 
dem Anfangspunkte befindlicher Zielpunkt getroffen werden soll. Für die gansK« 
Wurfzeit erhält man aus Gleichung 18), indem man darin x = 1000°^, f7o=400'"™, 
a = 3° 47',5 setzt, den Werth : t = 4,26 Secunden, und für die horizontale EnA- 

gesch windigkeit aus Gleichung 17) den Werth — - = 150"». Für die Tangen^t:« 

des Neigungswinkels der Endgeschwindigkeit gegen die Horizontale erhält mai^v 
ferner aus Gleichung 15) den Werth: ^ = — 0,1257, woraus sich ergiebt, da^» 
die Kichtung der Endgeschwindigkeit um einen Winkel von 7° 10' nach unt^^ 
hin von der Horizontalen abweicht. 

An dem höchsten Punkte der Bahnlinie ist die Bewegun ß 
horizontal gerichtet. Setzt man ;? = und rc = Z in Gleichung 15^i 
so erhält man durch Auflösung derselben für die Abscisse x= ^ 
dieses Punktes den Werth: 



21) l = l^^\ 



1 + 



a vi sin 2 a 



9 

Die zugehörigen Werthe von y und t erhält man aus den Glei — 
chungen 16) und 18), indem man darin x = l setzt. 

Bei den oben angenommenen Zahlenwerthen : a = 0,000 98, fo = 400°^^ 
a = d° 47 ',5 ergiebt sich für den Horizontalabstand des Scheitelpunktes voicb. 
Anfangspunkte aus dieser letzteren Gleichung der Werth / = 579"',15; ferner 
für die Höhe des Scheitelpunktes über dem Anfangspunkte aus Gleichung 16) 
der Werth: y = 22"^,7 und für die Zeit, nach welcher der geworfene Körper 
den Scheitelpunkt der Bahnlinie erreicht, aus Gleichung 18) der Werth: 
^ = 1,95 Secunden. 

§ 39. 

Bewegung des materiellen Punktes unter Einwirkung einer dem Abstände von einem 
festen Punkte proportionalen Anziehungskraft. (Elliptische Schwingungen.) 

Auf dieselbe Weise wie in § 35 erhält man för die dem Ab- 
stände r entsprechende Grösse der Anziehungskraft die Gleichung: 

a 

in welcher Q die Grösse der Anziehungskraft beim Abstände a be- 
deutet. Für die beiden Seitenbewegungen ergeben sich nach Fig. 8$ 
die Gleichungen: 

d^x _ Kcosd d^y A^sin^ 

dt^ m dt^ m 



Elliptische Schwin^ngen. 



- ZU setzen, und für K der oben 



ptestlKii« Werth lu »ubslituireo; also ial: 


Kg. S3. 


dt*~ ma^' dt* ma^' 




und, wena man — wie in § 35 — 


5^^^ 


wieder abkflrzunga weise: 


„■-"' ■ 


' ma 


/■' 


V 


seilt, so nehmen diese beiden Glei- 


.,i" 




chungen die Formen an: 




dt*~ ^ ''' dt'^ * "■ 


Aas diesen Gleichungen einlebt sieh, daas jede von den beiden 



Seiteobewegungen nach demselben Gesetze erfolgt, wie die ia § 36 
behandelte geradlinige Bewegung. Man erhält also für die Coor- 
dinaten des materiellen Punktes die Gleichungen: 

X ^: A a'in kt -\- B cos kl, y "= C ain Jet -\- D cos kt, 
und, iadem man die Differenzial- Quotienten dieser beiden Aus- 
drücke bildet, für die beiden Seitengeschwindigkeiten die Glei- 
clrangen : 

,- ^ Ak cos kt — Blc&i^ kt, -r- ^^ Ck coa kt — Dksiakt, 
dt dt 

ii: welchen die 4 Constanten A, B, C, D aus den gegebenen An- 
■ingswertben der beiden Coordinaten und der beiden Seitengeschwin- 
•iigkeiten zu bestimmen sind. 

Wenn mit x^, i/t, die Coordinaten des Anfangspunktes, und 
mit c,, c„ die beiden Seitengeschwindigkeiten der Anfangsgeschwin- 
digkeit c bezeichnet werden, so ist: 

x^ = + B, ^y ^ + D, c, = Ak — 0, c, = Ck~0, 
uod nach Substitution der hieraus für die 4 Constanten sich er- 
gebenden Werthe nehmen die obigen Gleichungen die Formen an: 



'- ain A( + ^o cos kt, y ^ -^smkt + y^ cos kt , 



dx 
dt "" 



:^ coa kt — x^ksiakt, 



■skt — y^hirnkt. 



In dem speciellen Falle, wenn der Anfangspunkt In der Achse 
Ä Y lag und die Anfangsgeschwindigkeit c parallel zur Achse A X 



fticbiiitt. Cap. Vin. f 




gerichtet war, ist ^0=0 und c, = zu setzen. In diesem Piill«1 
kann man den erateren beiden Oleichungen die Formen geben: 

x=^a&\nkt, y ^ 6 cos kt, 

worin a = - und b = y^ igt. Wenn man die erstere durch (» 

die zweite durch b dividirt und alsdann die Quadrate der beide » 
Gleichungen addirt, so erhält man die Gleichung: 

welche zeigt, dass die Baholinie eine Ellipse ist, deren Halbachs»- 1 
a tind b sind. Die Bewegung des materiellen Punktes kann au£^ 
gefaast werden: wie wenn derselbe längs der -Y-Aebse Scliwi». - 
gungen ausführte von der Schwingungsweite ia, während zugleich 3 
die ^-Achse selbst in der Richtung der r-Ächae Schwingung^ * 
ausführt von der Schwingungsweite 2b. 

Wenn a die grössere der beiden Halbachsen ist, so kait 3 
das Verhältniss — = cos s gesetzt werden. Denkt man sics^ 

einen Punkt längs der Peripherie eines Kreises vom Halbmesser * 
gleichförmig mit der Peripheriegeschwindigkeit e (oder mit d^ 



Winkelgeschwindigkeit - 



= /-) sich bewegend, und die Bewegun i 



projicirt auf eine Ebene, welche den Winkel e mit der Kreia-Ebei»* 
einschliesst, so beschreibt die Projection des Punktes ebenfalls 

m, M. fi.. 86. ""• ™^'' 'ä'- 

ren Halbachsen 
a, b sind, und 
zwar nach dem- 
selben Gesetze, 

oben . 
für die Bewe- 
gung des mate- 
riellen Punktes 
gefunden wurde. 
Denn nach 
84 und Fig. 85 

würde man für die beiden Coordinaten der Projection die Glei- 
chungen erhalten: 

x=^a sinkt, y = a cos kt . cos s. 




l welc 



mgakr.ifc proportional dei' Entfernung, 
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welche mit den oben gefundenen übereinstimmen , da a coa e =^ b 
idt. Von dem hier behandelten spectellen Falle unterächeidet sich 
der den iirsprüngUcb gefundenen GleicbtiDgen entsprechende all- 
gemeinere Fall nur hinsichtlich der Lage des Äcbsen-Systems und 
des Anfangspunktes der Bewegung. 



Bewegung d«i materiellen Punktes unter Einwirkung einer dem Abstände von 
einem festen Punkte proportionalen Abstossungskratt. 

WeoQ man io den Gleichungen des vorigen Paragraphen die 
Grtese -|- E vertauscht mit der Grösse — K (oder + k^ mit — t'l, 
ao gelten dieselben für den Fall, wo es statt der anziehenden 

»eine abstosseude Eraft ist, unter deren Einwirkung der materielle 
Pontt seine Bewegung ausführt. Es gelten also für diesen Fall 
irtlcli 
Belbei 



dt* '' 



■- + i'^. 



'-+^*!/, 



miche zeigen, dass jede der beiden Seiteubewegungen nach dem- 
I Mlben Gesetze erfolgt, welches in § 36 für die geradlinige Bewe- 
gung gefunden wurde. Für die beiden Coordinaten und die beiden 
Seitengeschwindigkeiten des materiellen Punktes erhält man wie in 
I ^6 die allgemeinen Gleichungen: 






'^'" — Bke~ 






' + De' 



-Dke~ 



e 4 Constanten sind wie im vorigen Paragraphen aus den Än- 

Dgäwertfaen der Coordinaten und der Seitengeschwindigkeiten zu 
immen mittelst der Gleichungen: 

\f=A-\-B, ij^ = C^D, c^ = Ak~ßk, c,^Ck — Dk, 

pid man erhält nach Substitution der hieraus für die Coefficienten 
f B, C, D, zu entnehmenden Werthe die Gleichungen: 



-Zweiter Absohnit, Cap. VUI. § 11, 

Für den speciellen Fall, in welchem y^ := und c, =^ 
nehmen die beiden Gleichungen, wenn zugleich x^^a 

^ — ^ 6 gesetzt wird, die einfacheren Formen an; 

1 -^' 1 1 



+ 1 



-be 



% 



Wenn man die eratere durch n, die letztere durch b diyidirt 
und alsdann die Quadrate derselben von einander subtrahirt, so er- 
hält man die Gleichung: 



welche zeigt, dasa die Bahnlinie in diesem Falle eine Hyperbel 
ist, deren Mittelpunkt der abstosaende feste Punkt bildet und 

deren Hauptachse 
mit der X-Achse 
zusammenfallt 
^ (Fig. 86). 

Auf diesen spe- 
ciellen Fall lässt 
aich der den ur- 
sprünglich gefun- 
denen Gleichun- 
''',. gen entsprechen- 

de allgemeiuere 
Fall durch Ver- 
änderung der 
Lage der Coor- 
Anfangspunktes der Bewegung leicfat 




dinaten - Achsen und 
zurückfahren. 



leicht J 

I 



Bewegung des materiellen Punklei unter Einwirkung einer dem umgekehr 
Quadrate des Abstandes von einem feilen Punkte preportlonalen 
Anziehungskratt. 

Für die beiden Seitenbeachleunigungen erhält man nach Fig. 87 
(auf dieselbe Weiae wie in § 39 nach Fig. 83) zunächst wieder die 
beiden Gleichungen: 

dt* m ' (ft* m 



Bewegung der Piaii'-tea und Kometen. 
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Wenn mit Q die Grösse bezeichnet wird, welche die Anziehungs- 
kraft K beim Abstände p ^ l annimmt, so ist: 

K _ /' 

Fig. ^7, pT- y.- 



/ 



oder, wenn abkümungsweise -— ^p, 
gesetzt wird: 



Die constaate Grösse f. ist also der- 
jenige Werth, welchen der Quotient 

— annimmt, wenn p ^ 1 wird, oder 



die Beschleunigung, welche der materielle Funkt beim Abstände Eins 
^^fm Anziehungscentrum erhalten würde. 

1^ 



Wenn man den obigen Werth für — und ausserdem die aus 



. 87 zu entnehmenden Werthe cos ö 



-- ^ s}ih- 



i 



eütuirt, so nehmen die Gleichungen fnr die beiden Seitenbescbleu- 
lugen die Formen an: 

] diese Gleichungen zu integriren, hat man die erstere mit y, die 
letztere mit x zu multipliciren und die erstere von der letzteren zu 
sabtrahiren. Man erhält dann die Gleichung: 

" 

Dnn 



3) X- 



-0, 



I deren Integral die Gleichung sich ergiebt: 
dy dx 

4) ^^-.VT,--'^. 



eine aus den Anfangswerthea zu bestimmende Constante 



Eine andere Gleichung kann man aus den beiden Gleichun- 
gen 1) und 2) ableiten, indem man die erstere mit '2dx, die letz- 
tere mit idy multiplicirt und dieselben addirt; man erhält dann 
die Gleichung: 



6) 



^^s+^^4;^ 



— 3 Ixdx + ifdyj- 
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Der Ausdruck auf der linken Seite ist der Differenzialquotient des 
Geschwindigkeitsquadrates : 



«) m'+m'="' 



und die Bedeutung des eingeklammerten Ausdrucks auf der rechten 
Seite ergieht sich aus der Gleichung: 

7) p* = a;* + y*i oder: ^dg = xdx-\- ydy. 

Nach Substitution dieser Werthe nimmt die Gleichung 5) die 
Form an: 

8) d(r«) = -2pL^, 

und man erhält durch Integration derselben die Gleichung: 

9) ^2^j = 2[i., 

? 
in welcher k wiederum eine aus den gegebenen An&ngswerthen zu 
bestimmende Constante bedeutet. 

Wenn man in den Gleichungen 4) und 9) die Werthe a? = 
p cos und y = ^ sin substituirt, so nehmen dieselben die 
Formen an: 

10) 9^-^ = 0. 11) (p-j+(-^J=_— ä:, 

aus welchen man durch Elimination der Grösse dt die Gleichung 
ableitet: 

12) M = ^ ^^P 

Durch Integration derselben erhält man als Polargleichung der 
Bahnlinie: 

c*__ 

13) ö = arc cos I — . ^ =^ I -\- a, oder: 

\Y]x.* — kc* ' 



c^ 



14) p = — 



V- '" 



1 + J/ 1 — i — 2 . cos (ö — a) 



worin a wiederum eine aus den gegebenen Anfangswerthen zu be- 
stimmende Constante bedeutet 



&BweDdnn^ auf d<-ii Fall, m welchem die Shbülin 



s Ellip--« wird. 107 



SrSSoSng der im vorigen Paragraphen gefundenen Gleicliungen auf den Fat), 



Polargleichung lier ElÜpst (P^g- ^^) in Bezug auf den 
Brennpunkt als Pol uud die Richtung OA der gioaaen Achse 
als Änfangsrichtung 



If!) 




e cos f' 
la dieser Gleichung 
MO, 
MA 
VerhältnisB der Ex- 
ceutricität zur halben 
Achse, also 
welche 
kleiner ist als 



Genau dieselbe Form würde die Gleichung 14) des vorigen 
Puägraphen annehmen, wenn in derselben: 



= 0, 



'k~ = ^ 



gesetzt würde. Die Zulässigkeit der ersteren Substitution ist st«ts 
zu erreichen durch Wahl der entsprechenden Anfangsrichtung, von 
welcher aus der Winkel ti gemessen werden soll. Es ergiebt sich 
hieraus, dass die Bahnlinie eines materiellen Punktes eine Ellipse 
"ird, deren einen Brennpunkt das Anziehungscentrum bildet, sobald 
die Bedingung erfüllt ist: 



16; 



VV- 



Ä:-^< 1, oder: i>0. 



Die Bedeutung der Grösse k ergiebt sich aus Gleichung 9) 

(des vorigen Paragraphen), nach welcher k der constante Werth ist, 

weichen die Grösse -~- — t-* stets heibehält. Wenn also mit p^ die 

P 
snßugliche Grösse des Kadiusvectors und mit v^, die Anfangsge- 
schwindigkeit bezeichoet wird, so ist: 



9 Po 

Der BediDgiiDg, welche erfüllt sein tuusa, damit die Baholinie eine 
Ellipse werde, kann man daher auch die Form geben; 



K¥- 



Es soll unter Yorausetzung des ErfülHseias dieser Bedingung 
untersucht werden, nach welchem Gesetze der materielle Punkt die 
t durchläuft, d. h. die Grössen p und fi sollen als Funktionen 
der Zeit t dargestellt werden. Zu diesem Zwecke hat man den in 
Gleichung 12) für dh gefundenen Werth in Gleichung 10) zu sub- 
stituiren, aus welcher alsdann für dt der Werth sich ergiebt: 
Prfp 



man die Constanteu c und k wiederum 
; und a ausdrücken, indem man den Beden- 

tuDgen der letzteren entsprechend k ^ — und c* ^ o fi. (1 
setzt. Die obige Gleichung nimmt dann die Form an: 
l/ a prfp 
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Va'i 



Wenn man das Verbältniss 



i 



- cos 7 setzt (was zulässig ist, 

dieses Verbältniss eine veränderliche Grösse ist, welche zwi- 
schen den Grenzwerthen -j- 1 und — 1 variirt), so geht die obige 
Gleichung nach Einführung der dieser Substitution entsprechen- 
den Werthe p = a (1 — ecosy) und dp = aesinyd'( in die fol- 
^nde Qber; 

20} (ft=aj/— (1— sco3t)(/7, 

und man erhält durch Int^ation derselben die Gleichung: 

( ^ a [•' ^ {y — £ sin y) + Const-, 

in welcher die Constante aus dem gegebenen Anfangswerthe von f 
zu bestimmen ist. Für y = wird cos 7 =- + 1 ^^^ p ^« (1 — s); 
für 7 — 71 wird cos 7 = — 1 und p = (1 -f s). Wenn also — 
vorausgesetzt wurde — der anfängliche Radiusvector 
p^ = o (1 — e) war, so wird 7 = für i = 0, folglich; 



4 



1 



inwenduDg auf den Fftll, in wuldn')!! div Bahnliii 



23) 



/ = « |/ — (7 ^ e sin y). 



Dm diejeDige Zeit t, zu finden. Dach welcher die Grösse f ans dem 
AufsEgswerth ?e^=a(l— e) ia den Werth f, ^o(l+e) über- 
gelit, d. h. die Zeit, in welcher der materielle Punkt die erste Hälfte 
seiner elUptischeo Bahn durchläuft, hat man die Werthe t = f, und 
'1' = ;: zu substituiren und erhält die Grleichung: 



1 



24) (, 



^.J/^ 



Dm diejenige Zeit T zii finden, in welcher der materielle Punkt 
einen ganzen Umlauf ausführt, oder die Zeit, nach welcher der Radius- 
vektor zum zweiten Male den Aofangswerth n (1 — s) annimmt, hat 
man die Werthe i^T und y = "i:: zu substituiren. Es ergiebt 
äich daraus für die ganze Umlaufszeit der Werth: 



25) 



1a\/^.^ 



^ 



2t,. 



Denkt man sich einen anderen materiellen Pnnkt um dasselbe 
Anziebungscentrum läugs einer Ellipse sich bewegend, deren balhe 
grosse Achse a, ist, so wird die Umlaufszeit desselben zu bestimmen 
sein aus der Oleichang: 



2».l/^ 



und lus der Verbindung der beiden letzteren Gleichungen ergiebt 
sich die folgende: 

7? a? 

2T) Y'^^r 

EsTerhalten sich also die Quadrate der Umlaufazeiten wie die dritten 
Potenzen der halben grossen Achsen der Bahnen. (Drittes Kepler- 
sehea Gesetz). 

Die Kreislinie kann betrachtet werden als eine Ellipse, deren 
Eicentricität gleich Null ist. Der Bedingung e = entspricht der 

Werth Jt = 4- oder d 



[^ 



Da bei der Kreislinie der Radinsvector unveränderlich 

Grösse beibehält, so ist zugleich a^ p^ ^i* setzen, und es ergiebt 

sich für die Anfangsgeschwindigkeit die Bedingungsgleichung: 



Zweiter ÄbMhnitt. Cup. VIII. § 12. 



■29) r, = \ {■-■ 

Nach Gleichung 17) ist c cODStaDt. sobald j conatant ist; es wirf 
also der materielle Punkt die Kreislinie in gleicbfßrmiger Be«^;iii^ 
durchlaufen. 

FQr den Fall, daas i. B. der EraraittelpnnVt das Anziefanngscentrani 



I fQr 



bildet, würde man die Constante (1.=;^^ bestimmen können, indem 

l den Erdbai bmeaiier r und töT Q das Oewicht mg im materiellen Punktes 
»ubstittiirt, als ans der rileirbang ; 



30) V- 



_ mg.i 



)l^^ 



r kreiäfBrmigren Bahnlin 
inr annäherungaweise di 
9 Moniies berechnen können ai 



oder: T, =5064 V^= 2354 O'JO Seouodfln, 



Wenn man auRserdera Pg^r »etzt, ao ergiebt sich ans Gleichung S9) f 
der Werth: 

31) r^= V9-i-= 1^9.8.8370000 = 7900"'. 
Die« Geschwindigkeit müsate in der Richtung parallel zar Erdoberfläche einem 
materiellen Punkt« als AnfanKsgesch windigkeit ertheilt werden, veno derselbe 
onter Einwirkung der Schwprkraft beständig in gleicher Höhe über dem Boden 
schwebend in gleii'hfBrniiger Bewegung die Erde umkreisen soll. Die Cmlanfa- 
*eit würde T=^2 . 2533 ^=5064 Secnnden sein, und die Bewegung der Projeö- 
tion des Punktes auf dem Erddurchmesser würde mit der in § 35 untersuchten 
Bewegung genau übereinstimmen. 

Wenn der Mond um den Erdniittelponk't i 
sich bewegte, deren Ralbmesaer ^ 60 . r ist — 
Fall ist — ao würde man die DmlautiKeit des 
der Gleichung; 
■t\ ^ , 

5064' ~ 
während der genauere Werth der IJmlanrsxeit gleich 2360591 Secnnden ist. 

Die Sonne bildet das gemeinsame Anrieh ungaoentrum filr die Ptaneten- 
bewegungen. Es müssen daher nacii Gleichung 27) die Quadrate der TTmlaufa- 
leiten zweier Planeten aich vorhalten wie die dritten Fotenien der halben 
grossen Ächaen der Bahnen. Da die Bahnachae des Planeten Neptun etwa 
80-raal Bo gross iat als die der Erde, so ergiebt sich für denselben die üm- 
laufazeit: 

Ti= 1^30' = 164 Jahre. 

Nach der im vorigen Paragraphen gegebenen Definition bedentet 
die Constante [j. die Beachleunig^ung im Ahsta,nde Eins vom An- 
ziehnngscentrum. also nach dem Newtnn'scheu Gravitationsgesetze 
eine Grösse, welche der Masse des anziehenden Central körpera pro- 
imrtional iat. Hiernach bat das Verhältnis» der Werthe [j^ und ft,, 
welche die Constante resp. in Bezug auf zwei verschiedene Central- 
kUrper von den Massen Jtf, und M^ annimmt, die Grösse: 



Anwendang auf den Fall, in welchem die Bahnlinie eine Hyperbel wird. Hl 

32) ^ = ^ 

Mit BenatzuDg des aus Gleichung 25) zu entDehmenden Ausdrucks: 

33) pL = 47ü«|^ 

erhält man hieraus für das Massenverhältniss der beiden Gentral- 
körper den Werth: 



-) i=(^)'©' 



Wenn hierin die mit dem Index „Eins^^ bezeichneten Grössen auf 
die Bewegung der Erde um die Sonne, und die mit dem Index 
,,Zwei^^ bezeichneten Grössen auf die Bewegung des Mondes um die 

Erde bezogen werden, so kann annäherungsweise -^=382, und 

T 

-i= 13,4 gesetzt werden; also ist das Verhältniss: 

Sonnenmasse 382» ^ ^^^^^^^ 



Erdmasse 13,4 

§ 43. 
Anwendung auf den Fall, in welchem die Bahnlinie eine Hyperbel wird. 

Die Polargleichung der Hyperbel (Fig. 89) in Bezug auf den 
Brennpunkt als Pol und in Bezug auf die Hauptachse als An- 
fangsrichtung bat die Form: 

35) p=_«(^^-_iI. 

^ ^ 1+ecos^ 
In dieser Gleichung bedeutet wieder a=^ AM die halbe Haupt- 
achse, und 6 = -7-^^ das Verhältniss der Excentricität zur halben 

AM 

Hauptachse. Diese Yerhältnisszahl ist bei der Hyperbel stets grösser 
als Eins. 

Genau dieselbe Form würde die Gleichung 14) (des § 41) an- 
nehmen, wenn in derselben: 

a==0, l/l — k—^ = e und T^ = a 

^ [K^ Je 

gesetzt wurde. Es regiebt sich daraus, dass die Bahnlinie des mate- 



riellen Punktes eine Hyperbel wird, deren Brennpunkt das Anziehunga- 
centrnm bildet, sobald die Bedingung erfüllt ist: 



36) 



'l- 



>1, oder: ^<0. 



Diese Bedingung nimmt nach Substitu- 
tion des für A aus Gleichung 17} (des 
§ 42) zu entnehmenden Wertbes die 
Form an: 



— — y» < 0, oder: 

Po 



gun^ 



Die Vergleichung der beiden Bedingun- 
gen 18) und 34) zeigt, dass ea bei 
gegebener Anfangslage des materiellen 
Punktes lediglich von der Grösse der 
Anfangsgeschwindigkeit v^ abhängt, ob 
die Bahnlinie eine Ellipse oder eine Hyperbel nird; während die Sich- 
tung der Änfangsgeaehwindigkeit durchaus keinen Einfluss dar- 
auf hat. Die Bahnlinie wird stets eine Ellipse bilden, wenn »^ 

kleiner ist als ^ — , und stets eine Hyperbel, wenn (■„ grösser 



ist als 



/2ti 



Für die Erde bU ÄniiehungBcentrum ist nach Gleichung SO) die Constante 
|j.^^r' zn setzen, und wenn zugleich fn^r ist, so wird: 



3a) 



r Po 



Y2gr= y 2.9,8.6370000=11180"'. 



Denkt man sich einen Körper von irgend einem Punkte der Erdoberfläche 
ans nach anesen geworfen, bo wird die Bahnlinie eine Hjperhel werden, wenn 
die dem Körper ertheilte Ätifangsgeschwindiglieit grÖBser war als 11180™ pro 
Seennde, eine Ellipae dagegen, wenn dieselbe kleiner war als 11180™ — wie 
auch immer die Richtung dieser Anfangsgeschwindigkeit gewählt werden möge 
(vergl. § 31). 

Es bleibt noch übrig, die Form der Bahnlinie zu bestimmen 
für denjenigen Fall, in welchem die Anfangsgeschwindigkeit Uq 



weder grösser noch kleiner i 



jondern Welmehr diesem 



Ajjnenduiig auf den Fall, in welchem ilie Babnlin 



Ijpertel wird. 113 



l Öienzwerthe selbst gleicb war. Diesem Greazfalle entsprechen 
die Werthe: 

)t = und £ = (. 
Es ist also die Form derjenigen Curve aufzusuchen , in welche die 
Ellipse oder Hyperbel übergeht, wenn das Verhältnias der Eicentri- 
otit zur halben grossen Achse gleich Eins wird. Nach Fig. 88 ist: 

IZ. 1 ^ fnloli^h- „ fl a3\ 9ftt / 






folglich: H(l- 



Letitere Qleichung nimmt, wenn darin t 
mi, die Form an: 



- IC und E = 1 geseCzt 




fl(l — e')=x;.0 = 2/. 
Es ist also 2/ der Grenzwerth, welchem' 
die Gröäse a(l — e') um so mehr sich 
annähert, jemehr die Grösse e dem Grenz- 
werthe I sich nähert. Setzt man 4 / = /?,. 
so geht die Gleichung 15) nach Substi- 
tution der obigen Werthe in die folgende 
über : 



1 



36) f = 



1+c 



welche die Polargleichung einer Parabel 
vom Parameter p ist in Bezug auf den 
Brennpunkt als Pol und die Achse al» 
Änfangsrichtung (Fig. 90). 

Wenn also die Grösse p^, jenen Grenz- 

fibergangswertb 1/— selbst annimmt, .so wird die Bahnlinie deS' 

materiellen Punktes eine Parabel, deren Brennpunkt das Anziehung»- 
centrum bildet. 

Die Resultate dieser Untersuchungen können in folgendem^ 
Schema überstchtlieh zusammengefasst werden. Die Bahnlinie wird r 



eine Kreislinie, wenn i 



..]/T 

' Po 



Ellipse, 



-V^ 



Zinitet AbMfcailt. Ctf. Vm. § i 



eine Hyperbel, venn v^ >■ | 



ist. 



Die der Pär&bel entsprecheode AofaRg^esebwlodi^tf 
d«miiach|^2 mal so gross als die der Kreislinie entsprecheDde. 

Die Erde beweg't sich aiu die Saune In eioer ofthezu kreisföniiigeD Bahn 
linie, der«a Halbmesser ungefähr 20ÖOOO'X) geographische Heilen beträgt 
mit einer GMchwindigkeit toü etwa 4 Meilen pro Secnnde. Wenn doiel 
irgend welche Oraachen die Geschwinügieir äerselbeu plötzlich bis anf dii 

i. >T= 5.656 Meilen pro Secuide 
erhSht würde, so ginge die BabiLlinie in eine Parabel über, and der Abstani 
der Erde von der Sonne würde fortan bis ins Unendliche laoehmen. 

Wäre TOD irgend einem anderen Körper (t. B. einem Meteoriten □dei 
einem Kometen) in dem Augenbiicke, wo derselbe 20000000 Meilen von dei 
Sütiue entfemt 'nt, dl« Geschwindigkeit dnrcli Beobachtungen bestimmt vrorden 
so würde maa an der Grösse dieser Geschwindigkeit erkennen können, ob dei 
Körper dem Sonnen- Sjsieme angehört oder nicht. Die Babnlinie würde eim 
geschlossene (elliptische) oder nicht gesehloasene (hjperbuliMhe) CurTe sein 
je nscbdcm die beobachtete Geschwindigkeit kleiner oder grösser war all 
5,656 Heilen pro Secande. ^^H 



Hadograph der Xomelenbewegung. 



Weon man in § 41 die Gleichung 1) mit der Oleichnng i) 
mnltiplicirt, so erhält man die Gleichung: 

welche man znm Zwecke der Integration i 

formen kann: 



'~dt)' 



dt' ~ cp" r ^^ ' dt ^y dl ^ df> 
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nreh Ausfährung der Integration erbält msD alsdann die öleichung; 

+ Conat. 



dt ' 
dx 



c p 



(ifaBiig, iodein maa die lotegrationsconstante mit A bezeictinet, auch 
dt« folgende Form gebeo: 

7) l-Ä^-"L 

e 

Indem man die Gleichung 2) des § 41 auf dieselbe Weise be- 
handelt, gelangt man zu de folgenden Gleichungeu; 



"' 'dt''' f'\' dt "dt) 



d't/ _ 
dt' ' 
d'i/_ 
df 



^ (p'V>^ dl dt )' 



yh 



'W)[ 



") ^=+f 



dt' c 



13) 



it. 

dt ' 



1 dx 

h-dt- 


'f.) 


\ f' 
(f) 

dt • 


r 



'- ~\- Const. 



^1] setzt, und die Integrationeconstante mit B tw- 

zeichnet, so kann man dieser letzteren Gleichung auch die folgende 
Form geben: 



14) 71- 



ß=— . 



In den obigen Gleichungen bedeuten 4 und -r] die beiden Seiten- 
gesebwindigkeiten von v, oder die Coordioaten des dem Zeitwerthe ( 
eotsprecbenden Punktes der Hodographen-Curve, welclie man ertiftlt, 
indem man von einem beliebigen als Pol gewählten festen Funkt P 
aas die Werthe von v ^ PN nach GrÖHse und Sichtung ab- 
tragt (Tgl. § 8). 
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Pig. 91. 



Wenn man die Quadrate der OleichuDgen 7) und 14) addirt, 
erblllt man die Gleichung: 

15) (5-.4)«+(7i-ß)» = r», _ 
welche zeigt, daes der Hodograph eine Kreislinie vom Halbmesser r 
1= — ist, deren Mittelpunktscoordinaten Ä und B sind (Fig. 91). Der 
Abstand des Mittelpunk- 
tes vom Pole des Hodo- 
grapben hat die Grösse; 

PM= 

16) 1 = YA'-\'B*. 
Wenn mit dem In- 
dex „Null" die Änfangs- 
werthe der veränderlichen 
Grössen bezeichnet wer- 
den, so ist nach Glei- 
chung 7) nnd 14): 

17) ^^—A=- 




Po 



18) ■no-B = 



Po 



Nach Substitution der aus 
diesen Gleichungen resp. 
für A und B m entnehmenden Ausdrücke erhält man {mit Berflck- 
sichtigung der den Conatanten r und c beigelegten Bedeutungen) für 
jenen Abstand / den Werth: 



19) 



20) 



l=V(hl + fil) + r»- 



2(x 



(■^ifl^o — ^o^o). oder: 



Die letztere Gleichung zeigt, dasa der Abstand l grösser oder kleiner 
als der Halbmesser r ist, je nachdem die Anfangsgeschwindigkeit v^ 

grösser oder kleiner als y — - ist, d. h, (nach § 43), jenachdem die 

Po 
Bahnlinie des Kometen eine Hyperbel oder eine Ellipse ist. Der 
Fol liegt also ausserhalb der Kreislinie, wenn die Bahnlinie eine 

Hyperbel ist, und innerhalb derselben, wenn die Bahnlinie eine 

Ellipse ist. Der Werth t^o = K »^ entspricht (nach § 43) dem 
Falle, in welchem die Bahnlinie eme Parabel ist, und in diesem 
Falle liegt der Pol in der Peripherie { 



§ 45. 

Birechnung der von einer homogenen Kugel auf einen ausserhalb oder innerhalb 

derielben befindlichen malerielien Punkt ausgellbten tniiehungshraft. 

Bei den ÄDwendUDgen der ia den letzten Paragraphen gefiui- 
denen Gleichungea — ebeaao auch bei dea im Anfange des rorigea 
Capttels behaodeltea Fällen — wurde angenommen, dass die An- 
liebangslcraft der Erde, der SoQue oder irgend eines anderen 
kugelförmigen Weltkörpera auf einen ausserhalb desselben befind- 
lichen materielten Punkt ao wirkt, wie wenn die anziehende Masse 
im Mittelpunkte der Kugel concentrirt wäre. Dass diese Annahme 
lolüssig ist, sobald die anziehende Kugel aus homogenen concen- 
tmchen Schichten zusammengesetzt ist, soll in diesem Paragraphen 
nachgewiesen werden. 

Bin homogener Ring von unendlich kleinem Querschnitte kann 
betrachtet werden als eine Masse, welche längs einer Kreislinie 
stetig und gleichförmig vertheilt ist. Die von einem solchen Ringe 
auf einen in der Achse desselben befindlichen materiellen Funkt 
ausgeübte Anziehungskraft dK setzt sich als Mittelkraft zusammen 
aus den Anziehungskräften, welche ron den einzelneu Theilen dea 
Ringes auf den materiellen Punkt über- 
tragen werden. Die Richtungslinien aller 
dieser Anziehungskräfte liegen in einer 
Kegelfiäche, deren Scheitelpunkt der an- 
gezogene materielle Punkt bildet. Wenn 
mit P die Grösse einer von diesen Kräften, 
z. B. der ron dem Massentheilchen ^ aus- 
geübten Anziehungskraft bezeichnet wird, 
so ist P cos 9 der Beitrag, welchen die- 
selbe 2U der in die Achsenrichtung fallen- 
Q Mittelkraft liefert. Die von dem ganzen Ringe anf den mate- 
riellen Punkt übertragene Anziehungskraft ist gleich der Samms 
aller dieser Beiträge; also ist: 

rf Ä" = S (P cos <p) = eoa <p 2 (P). 
Für die Krafl; P ergiebt sich nach dem Newton'schen Oraritations- 
gesetze (§ 31) der Werth: 



Pip. 9i. 




und man erhält nach Substitution desselben die Gleichung: 
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dK =C08<f s(t^^*) : 



k m cos q 



2W. 



I obige Gleich] 



QUDg.a 



in welcher der Ausdruck S (p.) die Masse des Ringes bedeutet 
Wenn mit a der Halbmesser, mit / der unendlich kleine Quer- 
schnitt des Ringes und mit 7 die Dichtigkeit seiner Masse (d. h. 
die in der Cnbikeinbeit enthaltene Masse) bezeichnet wird, so ist 
die ganze Masse des Ringes: 

2(jA) = 2a7ü/7, 

und nach Substitution dieses Werthes nimmt 
die Form an: 

a/oosq) 
dK^: SzYÄm -^ — i— '-- 
P* 

Man kann den Bing Fig. 92 als Tbeil der Hohlkugel Pig. 93 be- 
trat^ten, deren Wandst&rke A unendlich klein vorausgesetzt wird. 
Nach der in Fig. 93 gewählten Bezeichnung ist alsdann der Ring- 
querschnitt /^ 4 -irrffl, der Ringhalbmesser «=^rainö zusetzen, 
und es wird: 

00s 9 sin t* dti 

Wenn man in dieser Gleichung abkärzungsweise den constanten 
Factor: 

PI ^ setzt, und dieselbe 

dann integrirt — auf 
der rechten Seite 
zwischen den Gren- 
zen e = und e = 7c 
— so erhält man für 
von der ganzen 
Hohlkugel auf den 
materiellen Punkt 
übertragene Anzie* 
hungskraft die Glei- 



dK=2n-ikm 




't 



9 sin Bdß 



Die Grössen 9 und 6 kann man «Is Functionen von p darstellen, 
indem man in dem Dreieck OPm das eine Mal die Seite OP, daa 
andere Mal die Seite Fm ausdrfickt durch die zwei anderen Seiteo 



» 
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und tl«ii g«genüberliegeDden Winkel. Man gelangt dabei zn den 
folgendeo Gleichungen: 

r'=p' + /' — -ipfcos?, oder: 0039=-^^ 2~j ' 

pä ^; r^ -f Z' — 2rl cos e, 

■2prfp = '2rlsm Bdf), oder: sin Hd6 ^-^—r-- 

Wenn man diese Werthe substituirt und zugleich berncksicbligt, 
dasa den Grenzen fl = und fl = k, resp, die Grenzwerthe p = i — r 
und ^ = l-\'r entsprechen, so erhält man för K die Gleichung: 



r 



lieber nach Wiedereinsetznng des Werthes Ton A die Form an- 
limmt: 

In dieser Gleichung bedeutet der eingeklammerte Ausdruck die Masse 
der Hohlkugel. Wenn also diese Masse mit ^¥ bezeichnet wird, so er- 

^fi^ebt sich für die Kraft K die Gleichung: 

i „ , Mm 

also genau dieselbe Gleichung, welche man erhalten würde, wenn 
die ganze Masse der Hohlkugel in dem Mittelpunkte derselben con- 
centrirt wäre. Es folgt hieraus, dass auch eine aus homogenen 
eoncentrischen Hohlkugeln zusammengesetzte Vollkugel anf einen 
ausserhalb derselben befindlichen materiellen Punkt m gerade 
so wirkt, wie wenn ihre Masse im Mittelpunkte concentrirt wäre. 
Dasselbe gilt ron der ÄnziehuEgskraft, welche die Kugel ihrerseits 
wleidet. Denkt man sich den materiellen Punkt m einer zweiten 
^Knso zusammengesetzten Kugel als Massen theilchen angehörend, 
und berücksichtigt man, dass auf Jedes der übrigen Massentheil- 
chen die erste Kugel ebenfalls so einwirkt, wie wenn ihre Masse 
im Mittelpunkt concentrirt wäre, so erkennt man, dass auch die 
ganze Anziehungskraft, nelche von der ersten Kugel auf die zweite 
übertragen wird, oder welche sie von Seiten derselben erleidet, genau 
so wirkt, wie wenn die ganze Masse der Kugel in dem Mittelpunkte 
derselben concentrirt wäre. 
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För den Fall, dass der angezogene materielle Punkt nicht 
ausserhalb,' sondern in dem inneren Räume der Hohlkngel sieh 
befindet (Fig. 94), bat man die oben 
angedeutete Integration zwischen den 
Grenzen p ^ r — l und p ^= r -\- l aus- 
zuführen. Man erhält demnach füt' 
sen Fall die Gleichung: 



Fig. te. 




^^/I'+C-^^) 



df 






aus welcher sieb ergiebt, dass die von 
den einzelnen Massentheileben der Hohl* 
kugel auf den im Inneren gelegenen 
materiellen Punkt ausgeübten Anzie- 
hungskräfte einander gegenseitig aufheben. 

Eine aus homogenen concentrischen Hohlkiigeln zusammen- 
gesetzte Vollkugel vom Halbmesser E wirkt daher auf einen im 
Inneren derselben im Abstände B, vom Mittelpunkte befindlichen 
materiellen Punkt gerade so, wie wenn nur die innere Kugel vom 
Halbmesser B, vorhanden wäre 
Fig. 8&. (Fig 95). Wenn die ganze Kugel 

homogen wäre — d. h, wenn die 
Masse der ganzen Kugel in dem 
Räume derselben gleichförmig ver- 
theilt würe — ao würde das Ver- 
hältniss der Masse ü/, der inneren 
zur Masse M der ganzen 
Eugel die Grösse haben: 

M~ B^' 

und für die beiden Anziehungskräfte 

resp.Z'i und E, welche der materielle 

Punkt »1 erleiden würde, wenn derselbe das eine Mal im Abstände 

£], das andere Mal im Abstände B vom Mittelpunkte sich befände, 

würden sich die Gleichungen ergeben: 

r,=Ä:--,i, i:=/. -,-. folglich: ^=:^-^-± 

Wäre also die Erde eine solche homogene Kugel, so w9rde 
die Schwerkraft im Inneren des Erdkörpers — z. B. in einem bis 




'jc m 
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vm MittelpuDUe reichenden Schachtle (vei^l. § 35) — proportional 
dem Abstände vom Mittelpunkte 3ich ändern, während ausserhalb 
iterErde die Schwerkraft dem umgekehrten Quadrate des Abstandea 
Tom Mittelpunkte proportional sich ändert (vergl. ^ 31). 



Bewegung einea materiellen Punktes unler Einwirkung einer an Gröiie unver- 
änderlichen Kraft, deren Richtungsllnle gleichrarmig sich drehL 

Es soll angenommen werden, dass der materielle Punkt in 
dem Dorchscbnittspnnkte A der beiden Goordinaten -Achsen seine 
Bewegung mit der Anfangsgeschwindigkeit Null begann, und dass 
äie Anfangsricbtung der Kraft K mit der Achse A Y zusammenfiel 
(Fig. 96). Wenn o die Winkelgeschwindigkeit ist, mit welcher die 
fiichtungslinie der Kraft K in der Ebene A YX sich dreht, sd 
wird nach Ablauf der Zeit t die Kraft K um den Winkel oit von 
der lüchtung der Achse A Y abweichen, und es ergeben sich für 



Fig. 96, 




die beiden Seitenbeschleunigungen des ma- 
teriellen Punktes m zu dieser Zeit die Glei- 
chungen: 

d^x Ksiaat d'y K cos tat 



dt' 



dt' 



Durch Integration derselben erhält man — 
unter Berücksichtigung des Umstandes, dass 
jede der beiden Seitengeschwindigkeiten im 
Anfange Null war — die Gleichungen: 



- 008 tat). 



dt 



- sin at. 



Durch nochmalige Integration erhält man für die Coordinaten des 
materiellen Punktes die allgemeinen Gleichungen: 

K K . K , 

y = - — ^ (1 — cos ta()i 



^sin at. 



und wenn man abkürzungaweise die constante QrOaae - ^^r 
setict, so nehmen diese Gleichungen die Formen an: 

X =^'^at— r sin oj(, y ^^r{\. — cos tot). 
Aus diesen Gleichungen ergeben aich z. B. die nachfolgenden zu- 
sammengehörten Wertfae: 
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Genau zu deoselben Gle 
Fig. 97. 



:hungen wflrde man auch gelangen, 
man bei einem mit der 

schwindigkeit ra längs 
Achse A X rollenden K 
Tom Halbmesser r die B 
gung bestimmte, welche 
Punkt der Peripherie deasi 
ausführt (Fig. 97). Die B 
liiiie des materiellen Pnnkti 
daher eine Cycioide, derei 
zeugender Kreis den Halbm 

r = -^, hat. 

Den Gleichungen füi 
beiden Sflitengeschwindigkeiten kann man auch die Formen gi 

-— = rw (1 — cos at), ,- =ra sin at. 




und es ergiebt sich daraus für die Kesultirende dieser beiden 
schwindigkeiten der Werth: 



'Vi^'+i^y-'-^'-^--^^- 



V ^=0 „ Mi = 4ii: „ u. S. W. 

Die Geschwindigkeit v kann man durch die in Fig. 9S s 
gebene CoDstruction ihrer Gr9?se und Sichtung nach geomet 
darstellen, indem man sich den Radius OP^ra von der hör 
talen Anfangslage OA aus gleichförmig mit der Winkelgeschwii 
keit a um den festen Punkt sieb drehend denkt und in 
Äugenblicke, wo derselbe den Winkel o>( beschrieben hat, den 
puokt P mit der Anfangslage derselben A durch die gerade 
AP^v verbindet. Denn es ergeben sich aus dieser Constru 
die Gleichungen: 



Conatante KnSl. d^r«n RichtQugHünie gleicbtömiig sich drebt. 12S 



- C03 at) = 



ra sin fot ■ 



_dy_ 
dt' 



Wenn man also den Hodograpben der Bewegung constniirt — 
indem man die Geschwindigkeiten, welche der materielle Punkt in 
den aufeinander folgenden Zeitpunkten annimmt, sämmtlich ihrer 
Grösse und Richtung nach Ton einem festen Pole A aus abtragt — - 
80 ergiebt sich aus obiger Figur, dass die Endpunkte aller dieser 
Strecken in einer durch jenen Pol hindurchgehenden Eretslinie liegen, 

deren Halbmesser die Grösse ra = bat, und deren Mittelpunkt 

in der Horizontalen des Poles liegt. Die Geschwindigkeit, mit wel- 
cherderHodographenpunkt diese Kreis- 



Fig. 98. 




liniedurchläuft,hatdieGrö3se:ro*=: — - 



und bildet den Winkel at mit der 
Verticalen. Die Geschwindigkeit des 
Hodograpben Punktes stellt also der 
Grösse und Richtung nach die Be- 
schleunigung des materiellen Punktes 
Punktes dar (Vergl. § 8). Der Hodo- 
graph des Hodograpben , oder der 
Hodograph zweiter Ordnung, bildet 
wiederum eine Kreislinie und iwar 
eine Kreislinie vom Halbmesser rra*- 
mit dem Pole als Mittelpunkt. Der Hodograph dritter Ordnung ist 
eine Kreislinie vom Halbmesser rw* n. s. w. Wenn also a = I ist, 
so werden alle diese Hodograpben Kreislinien vom Halbmesser r. 
(Vergl. § 8, Fig. 13 . . 16.) 

Wenn die Anfangsgeschwindigkeit des materiellen Punktes 
nicht gleich Null, sondern gleich c war, so kann man die Bewe- 
gung so auffassen, als ob der ganze Raum, in Bezug auf welchen 
der materielle Punkt die hier beschriebene Bewegung als relative 
Bewegung ausführt, gleichzeitig in geradlinig und gleichförmig 
fivtBchreitender Bewegung begriffen wäre, deren Geschwindigkeit 
gleich der gegebenen Anfangsgeschwindigkeit c ist. 
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Princlp der lebend igen Krall. 

Denkt mau sich die auf den materiellen Punkt m wirke 

Kraft K in ihre drei rechtwinkelig zu einander gerichteten 

Coordinaten-Ächsen parallelen 

Fig. 99. tßnkräfteX Y, ^zerlegt (Fig.' 

y_ y, SO ergeben sich für die drei Sei 

beschleunigungen die allgemei 

Gleichungen: 

dt* m ' di* ^^H 

df* m ™ 

Wenn man von diesen 

Gleichungen die erste mit m 

die zweite mit mdy, die di 

init mdz multiplicirt und dieselben dann addirt, so erhält man 

Oleichung: 

Die Bedeutung des Ausdrucks auf der linken Seite erg 
sich aus den Beziehungen, welche zwischen den drei Seitei 
scbwindigkeiten und ihrer Resuttirenden v stattfinden. Es 
nämlich; 

-(S)"+(S)+(^)"-^"* i 

Man kann daher der obigen Gleichung auch die folgende Fi 

geben: _^ 

2) di^~) = Xdx-\-Ydy-{-Zdz. fl 



Das Product 



lebendige Kraft des i 

teriellen Punktes. Ks ist daher d (-ö~) ^'^ in dar unend 
k kleinen Zeit dt erfolgende Zunahme der lebendigen Kraft, und 



— nennt man \ 
Rs ist daher d ( 



I Priniip der lebendigeD Kraft. 



W) 



wfirde die Summe der in sämmtlichen einzelnea 



Ausdruck jd' 

ZeitelementeD errolgenden ZnDahmen der lebendigen Kraft bedeu- 
te!. Wenn also mit Va die Anfangsgeschwindigkeit bezeichnet wird, 
30 ergiebt sieb für die ganze in der Zeit ( erfolgende Zunahme der 
lebendigen Kraft die Grleicbung: 



3) 



2 



-'"-^^j{Xdx-^Ydy-\-Zd^). 



Die unendlich kleinen Grössen dx, dt/, dz können als Kanten 
i Parallelepipedons bedraehtet werden , deaaeo Diagonale das 

resp. die Coainus 



, dx 



^y 



, oder: 



element rfs bildet; folglich sind -, , ,- , , 
° öS ds ds 

der Winkel, welche daa Bahnelement ds 

Fig. UM». mit den drei Coordinaten - Achsen bildet. 

-*" I .VW- ;, ^ ^ -2 

In gleicher «eise amd -^ , -^, -= resp. 

die Coainus der Winkel, welche die Rich- 
tung der Kraft K mit den drei Achsen ein- 
schlieaat. Wenn alao mit 9 der Winkel be- 
zeichnet wird, welchen das Bahnelement ds 
mit der Richtung der Kraft einachliesst 
(Fig. 100), 80 ist: 
X dx , Y dir , Z 
''"^=K-ds^K-d-s + K-ds' 
K.dsms<f = Jidx'j- Ydy + Zdz. 
Der Ansdruck auf der linken Seite ist das Froduct aus der 
Erafl K in die Frojection des Bahnelements auf die Richtung der 
Kruft. Die gleichen Bedeutungen haben die drei Glieder auf der 
rechten Seite in Bezug auf die drei Seitenkräfte der Kraft K. 
Man nennt das Product: „Kraft mal Weg in der Richtung der 
Kraft" die mechaniache Arbeit der Kraft Die Gleichung 5) 
^ckt also aus, dass die von der Kraft K während des Zeit- 
elimeotB dt verrichtete mechanische Arbeit gleich ist der Summe 
dei von ihren Seitenkräften während ebendesselben Zeittheilchens 
Verrichteten mechanischen Arbeiten. Das Integral: 

6) fiXdx+ Ydy-^Zdz)^j Kdscosif 

bedeutet die Summe der in sämmtlichen auf einander folgenden 
Zeitelementen verrichteten mechanischen Arbeiten. Die Gleichung 
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3) enthält daber den folgeudeo Satz: ,,Die Grösse, um welche die 
lebendige Kraft des materiellen Punktes in einem bestimmten Zeit- 
ratime zunimmt, ist gleich der mechanischen Arbeit, welche wäh- 
rend dieser Zeit von den auf ihn einwirkenden Kräften ^ oder 
ihrer Mittelkraft — verrichtet wurde." Dieser Satz wird das 
,,Frincip der lebendigen Kraft" genannt. Man kann diesen Satz 
benutzen, um die Geschwindigkeit v aus der gegebenen Anfangs- 
geschwindigkeit Tf, zu berechnen, sobald es möglich ist, den Wertli 
des in Gleichung 6) angegebenen Ausdrucks für die mechanische 
Arbeit zn heatimmen. 

Wenn X, Y, Z conatante Grössen sind, d. h, wenn während 
der Bewegung die Kraft K sowohl der Grösse als der Eichtung 
nach unverändert bleibt, so erhält man die von derselben ver- 
richtete mechanische Arbeit, indem man die Grösse K multipllcirt 
mit der ganzen in der Richtung derselben zurückgelegten Wegea- 
länge. 

Wenn z. B. bei eiaem unter Einwirkung der Schwerkraft sich bewegenden 
geworfenen Körper der AnötBgflpnnkt der Bahnlinie in der Höhe h übet dem 
Endpunkte deraelben liegt, bd i^t die Endgeschwindigkeit zu bereahnen aus 
der Gleichung: 

I) -f-"'^J=m,h. „der: .= /.l+"2,t. 

Die Endgeschwindigkeit oiaes ans unendlicher HQhe auf die Erdober- 
fläche harabfaUenden Körpers ist nach § 31 zu berechnen ans der Gleichung: 



., ^=., 


,,', oder: r=/2yr, 




und die wiihreiid des Fallen 


g von der Schwerkraft ve 


rr ich tele mechanische 


Arbeit hat die Grösse: 







9) a = m^,-. 


§ 48. 
Kräfte-FuncUonen. 


ä 



Im Allgemeinen werden die Kräfte X, Y, Z mit den Coor- 
dinaten des materiellen Punktes nach irgend welchen Gesetzen 
sich ändern. Es soll als specieller Fall angenommen werden, dam 
fliese Aenderungsgeaetze den Bedingungsgleichungen: 



10) Z = 



dU 



z= 



du 



' dy ' " dz 
entsprechen, d. h. es soll vorausgesetzt werden, dass es ii^nd < 
veräuderlicbe Grösse: 

11) V=f{x,y,z) 



Kräfte-Functionea. 
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giebt, welche ia solcher Weise mit den Coordtnaten t, y, z sich 
ändert, dass die partiellen DifTerenzial - Quotienten dieser Grösae 
nach den drei Baum-Coordioaten genommeo stets die Grössen 
jener drei Seitenkräfte darstellen für den betreffenden Punkt des 
Itaumes. In diesem sfieciellen Falle nimmt das Integral in Glei- 
chung 3) die Form an: 

12) |'(A'rfx + Y^>j + Zdz) = j'dU. 

Die Grösse U ist ab Function der Raum - Coordinaten eine 
veränderliche Grösse, welche für jeden Punkt des Raumes einen 
bestimmten Werth annimmt. Weon also mit U^, der dem Anfangs- 
punkte, mit r, der dem Endpunkte der Bahnlinie entsprechende 
Werth bezeichnet wird, ferner mit v^ die Anfangsgeschwindigkeit, 
mit D, die Endgeschwindigkeit, so nimmt für diesen Fall die Glei- 
chung der lebendigen Kraft die Form an: 



13) 



dü= U,- 



■ l'ö- 



Ia dieser Gleichung bedeutet Ug den bestimmten Wertb, wel- 
chen man für die Grösse U aus Gleichung 11) erhalten würde, 
nenn man darin für die veränderlichen Coordinaten x, y, z die 
bestimmten Grössen x^, ^g, 2„ als Coordinaten des Anfangspunktes 
fiubstituirte. Ausser dieser einen Werthencombination der Grössen 
X, tj, z giebt es indessen noch unendlich viele andere, welche 
ebenfalls diesen Werth für U liefern würden, d. h. es giebt im 
Räume unendlich viele Punkte, für welche U^ [/„ wird, und den 
geometrischen Ort aller dieser Punkte bildet eine krumme Fläche, 
welche durch die Gleichung bestimmt ist: 

14) fi,x,y,z)=lJ^. 

Auf gleiche Weise erhält man für die krumme Fläche, welche den 
gwmetrischen Ort aller derjenigen Punkte bildet, in denen U^üj 
wird, die Gleichung: 

15) /{x,y,z)^U,. 

Sa die Zunahme der lebendigen Kraft gleich der Differenz der 
beiden Glossen U^ und Vj ist, so würde genau dieselbe Zunahme 
du lebendigen Kraft auch dann stattfinden, wenn statt des wirk- 
Uehea Anfangspunktes irgend ein anderer Punkt der Fläche ü^ 
*ler Anfangspunkt gewesen wäre, und wenn statt des wirklichen 



12! 
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Endpunktes irgend ein anderer Punkt der FlScbe U, den Endpunkt 
der Bahnlinie bildete. 

Wäre L\ = U^, so würde auch u, ^Vf,, d. h, die Geschwin- 
digkeit wird wieder gleich der Änfangsgeachwindigkeit, sobald der 
materielle Punkt wieder zu der Fläche U„ zurückkehrt, welcher 
der Anfangspunkt angehörte; und die Geschwindigkeit wurde immer 
gleich Do bleiben, wenn der materielle Punkt bei seiner Bewegung 
fortwährend in der Fläche U^ bliebe. Im letzteren Falle würde 
die Bewegung so erfolgen, dass die den Coordinaten-Äenderuogen 
dx, fly, dz entsprechende Aenderung Ton U in jedem Zeitelemente 
die GrOsse Null hat. Diese Bedingung läast sich ausdrücken durch 
die Gleichung: 

17) = Xdx^ Ydy^ Zdz. 
Wenn man diesen Werth in Gleichung 4) oder Gleichung 5) sub- 
stitnirt, so findet man, dass cos 9 = 0, oder der Winkel 9 ein 
rechter Winkel wird. Es ist also die Kraft K stets rechtwinkelig 
zu dem in der krummen Fläche liegenden Bahnelemente ds gerich- 
tet, und da die Richtung des letzteren innerhalb der Fläche be- 
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liehiggedaeht werden kann, 
so ergiebt sich hieraus die 
Eigenschaft jener krum- 
men Fläche: dass dieselbe 
in jedem ihrer Punkte 
rechtwinkelig steht zu der 
Richtung, welche die wir- 
kende Kraft K an dieser 
Stelle bat. 

Die in den Glei- 
chungen 10) und 11) de- 
finirte Grösse U wiri 
die Kräfte-Funetion oder Potential-Punction genannt. Es 
soll im Folgenden nachgewiesen werden, dass eine solche Eräfte- 
Function immer eiistirt, die Bewegung also stets dem in Gleichung 
13) ausgedrückten Gesetze gemäss erfolgt: sobald die wirkende 
Kraft K eine anziehende oder abstossende Kraft ist, welche von 
einem festen Punkte P ausgeht nnd eine Function des Abstandes r 
von diesem Punkte ist. Aus Fig. 101 ergeben sich die Gleichungen: 





Kräfte -Function™, 



= V^(a: — a)» + (</-ö)' + t2 — c)^ 



18) r 
19} -^ = ^- - - - = " = COB a. 

Wenn K = /' (»■) die Kraft ist, die von dem festen Punkte P aus- 
geht, und mit / (r) diejenige Function bezeichnet wird, von welcher 

/'{r)=^ ~ die abgeleitete Function bildet, so ist immer: 

20) t7=/(r) =/(/(x^^^ +",y _ by + (z~- cj») 
diejenige Function, welche für den vorliegenden Fall die Eigen- 
Bchaften der gesuchten Kräfte -Fuoctiou besitzt. Denn man erhält, 
indem man den partiellen Differenzial- Quotienten nach x bildet, 
die Gleichung: 

21) — = --T- • -,— =/' ir) [ ) = Ä C09 a = A , 

dx dr UT ~ ' \ r / 

nad auf dieselbe Weise findet man, dass die partiellen Differen- 
lial-Quotienten von U nach y und z genommen, resp. die Seiten- 
träfte 1' und Z darstellen. Die Flächen, in welchen Ü conatant 
ist, sind in diesem Falle zugleich Flächen, in welchen *■ conatant 
iät, folglich Eugelfläuhen, deren gemeinschaftlichen Mittelpunkt der 
Punkt P bildet. 

Es lässt sich ferner zeigen, dass auch in dem Falle stets eine 
solche Kräfte-Fun ction esistirt, wenn die auf den materiellen Punkt 
wirkende Kraft Ä die Mittelkraft ist von mehreren Kräften K', 
H" ..., deren jede von einem festen Punkte ausgeht und eine 
Function des Äbstandes von demselben ist. Wenn nämlich mit 
t^', V" . . . resp. die Kräfte- Functionen bezeichnet werden, welche 
für jene Kräfte einzeln genommen sich ergeben wurden, so ist: 

22) U= b" -\- 0"-\-... 
für den vorliegenden Fall die gesuclite Kräfte-Function. Denn, 
wenn man den partiellen DifferenziaUQuotienten von U nach .c 
bildet: 

' dx ~~d^'^~dx "^ ' 
so erkennt man, dass die einzelnen Glieder auf der rechten Seite 
^'e Beiträge darstellen, welche von den einzelnen Kräften K', K" . . . 
^u der gesammten Seitenkraft X geliefert werden. Da das gleiche ■ 
Ksaaltat in Bezug auf die beiden anderen Coordinaten-Ächsen sich 
«fgehen würde, so ist (7 diejenige Grösse, welche i 
gieichungen 10} Genüge leistet. 



^4 



V 



-.c^ 



.«•miuaa lai si-wfiananssräfte. 

ne .-m .^i^eieiirren >uadrate des A 

-fii .-lü-iti """'iricna^tr jimeanngskraft i: 

..:^f v-q-irf»:»!! jezeiehnungs weise d 






hl . I %v«iu.i:!sc -'* .*'*a'.-.:'? .?-• -cenii^rii ^joft rihrt ia dieser 



* ' ;. N .. 



whiWm -t' '^?uc.r.::'v: ii':': ; .•:-':i-?::2::r: x;: ier Grleichung ü 

r 

^»lirumi .^i-r A^rtft;Mvi; tv.v er:::! ier: 'j'.ci'r., ?ie Flächen, in dene 
4fp (^rJtM» ." ;-«.^c5a a'iistuiueii W-t*:!! aar, ^in-i coucentrische Kiige! 
!hrhi»n, .i<^r^- Mtjivlpuiiki Jas Anzieuunu^scenrnim ist. Jedesnia 
«Min »Iw tnai-f^Jj'ilo l'uiikc dieselbe Kii^eiÖaohe wieder erreicht, w:: 
vf»\ ^mnt^ i?^^rhwiiuiiv;ki>it wieder denselben Werth annehmen. 

Dm mf>t*luin^*clu» Arbeit, welche die Anziehungskraft bei izi 
i'xkBiuhnffi tU>* uiAU^riolloit Punktes aus dem Abstände p^ in :f 
\luil>n(l : vm'viohUUO, hut die Grösse: 

nt \K fft \x 

«»AirM«Mn ^ - V setzt, so erhält man für diese Arbeirsrr:-?: 
tum Wwrlh*. 



WY^«'f(M(UM> «>W l'ot*ntial-Fun.::i:= kirn l^iz iz± :■ 
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kraft bei dem Uebergange des materiellen Punktes aus unendlich 
grosger Entfernung in die dem gegebenen Abstände p entsprechende 
Lage verrichtet haben würde, wobei seine Geschwindigkeit (nach 
Gleichung 4) zunehmen würde \on der Grösse v^ bis zu der 
Orässe: 

., .=l/^f . 

X)a Dach § 41 die Constante [l die Beschlennignng im Abstände 
„SliiB" vom ADüiebungscentrum bedeutet, und demnach: 

die Beschleunigung im Abstände p ist, so kann [).=j)p» gesetzt 
werden, nnd man erhält für die Geschwindigkeit v die Gleichung: 

9) v=Yrl+-2p9> 

welche ihrer Form nach übereinstimmt mit der Gleichung 19) des 
§ 31 und zeigt, dass jene Gleichung auch dann noch gültig bleibt, 
wenn die Anfangsgeschwindigkeit nicht in die Richtung der An- 
ziehungskraft fiel, dass also auch das dort berechnete Zahlenbeispiel 
seine Gültigkeit für diesen Fall behält. 

Nach den Berechnungen von Groey') hatte die am 14. Juni 1877 über- 
Franlireich hinweg fliegende Feuerkugel die Geschwindigkeit v := 93000". Wie 
p. - ~,, das am Sohlnsae des § 31 

h erech neteZalile nbeia piel 
zeigt, folgt hieraus, dass 
jener Korper dein Sonnen- 
systeme nicht angehBrte. 
inaofmn er bereits eine 
Anfangsgeschwindigkeit 
vim dei' Grösse r„ ^ 
aSOOO"' geiiabt haben 
mnsate, bevor seine Be- 
wegung durch die An- 
ziehungskraft der Sonne 
merklich beeinHusst wur- 
de (Vergl. Scblusa des 
!; 431 

Für die Erde als 
Änziehungscentrum 
^fgeben sich aus den Gleichungen 8) und 6J resp. die Werthe: 

10) |x=i)pä = (/I■^ 
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11) C7=m«c = -*^^- 

Die letztere Grösse als diejenige mechanische Arbeit, welche die 
Schwerkraft beim Uebergange des materiellen Punktes aus der Ent- 
fernung 'Tv: in die Entfernung p vom Erdmittelpunkte verrichtet haben 
wurde, kann durch die in Fig. 102 achrafßrte Fläche graphisch dar- 
gestellt nerden, welche denselben Inhalt bat wie die Beehteckflacbe 

von der Grundlinie p und der Höhe mp^mg-—^- 



ine§a 



Bewegung des materiellen Punktes in vorgeschriebe] 
Bahnlinien und Flächen. 

§ 50. 
Widerstände leater Flachen, Linien, Punkte. 

Die Bewegung des materiellen Punktes kann unter solchen 
Umständen erfolgen, dass einzelne von den auf ihn wirkenden 
Kräften sieh durch Bedingungsgleichungen ausdrücken lassen. Einem 
vollkommen frei beweglichen materiellen Punkte ist der ganze un- 
endliche Raum als Bewegungsgebiet zugänglich, und jede seiner drei 
Coordinaten x, if, z kann nnabhängig von den beiden anderen alle 
Werthe zwischen den Grenzen — ex; und + '^ annehmen. Wenn 
dagegen für diese drei Coordinaten gewisse Bedingungsgleichungen 
vorgeschrieben sind, so wird dadurch — je nach der Anzahl dieser 
Gleichungen — das Bewegungsgebiet auf eine Fläche, eine Linie 
oder einen Punkt eingeachränkt. 

Jede für die drei Coordinaten gegebene Bedingungsgieichung 
kann als Gleichung einer festen krummen Fläche aufgefasst werden 
und drückt aus, dass der materielle Punkt gezwungen ist, hei seiner 
Bewegung stets in dieser Fläche zu bleiben. Wenn gleichzeitig 
zwei von einander unabhängige Bedingungsgleichungen für die Coor- 
dinaten .r, ij, z, gegeben sind, so wird dadurch ausgedruckt, dass 
der materielle Punkt gezwungen ist, in zwei festen Flächen zugleich 
zu bleiben, d. h. in der Durchschnittslinie dieser beiden Flächen 
sich zu bewegen. Wenn die Zahl der von einander unabhängigen 



■Bedin 



Widerstäüde fester Flä.;hen, Linien, Punkte. 
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Bedingungsgleichungen drei beträgt, so ist der inaterielle Punkt 
als ein fester Punlit ku betrachten, insofern der Durchschnittspunkt 
von drei festen Flächen als unveränderlicher Ort desselben ge- 
geben ist. 

In Wiiklicbkeit sind es stets Kräfte, welche das Bewegiinga- 
gebiet des materiellen Punktes einschränken. Diese Kräfte gehören 
in der besondpren Gattung der „Wideratandskräfte", welche immer 
nur dann auftreten, wenn ohne ihr Vorhandensein eine jenen Be- 
dingungen zuwiderlaufende Bewegung eintreten würde. So hat man 
^eh z. B. bei dem zuletzt betrachteten Falle, in welchem die Be- 
wegung durch drei Bedingungsgleichungen gleichzeitig eingeschränkt 
wnrde, den materiellen Punkt festgehalten zu denken durch eine 
Widerstandskraft, welche gerade so gross und so gerichtet ist, wie 
«s erforderlich ist, um die Mittelkraft aller übrigen Kräfte aufzu- 
hebfln. Eine Kugel, welche in einem Rohre sich bewegt, wird 
dnreh die Gegendrücke der (unbeweglich vorausgesetzten) Rohr- 
wlmde verhindert, seitwärts aus dem Rohre herauszutreten. Je 
kleiner man sich den Durchmesser der Kugel (und des Rohres) 
denkt, um so mehr nähert man sich der Vorstellung von einem 
natariellen Punkte, welchem eine bestimmte Linie, nämlich die 
Achsenlinie jenes Rohres, als Bahnlinie vorgeschrieben ist. In 
gleicher Weise kann man sich den Fall denken, dass ein mate- 
rieller Punkt durch Gegendrücke unbeweglicher Wandflächen ge- 
twnngen wird, bei seiner Bewegung stets in gewissen krummen 
Flächen zu bleiben. 

Den Gegendruck oder Widerstand der betreffenden festen Wand- 
fläche kann man sieh immer zerlegt denken in zwei Seitenkräfte, 
TOn denen die eine tangential, die andere normal zu der krummen 
Fliehe gerichtet ist. Die erstere kann niemals auf dem Wege der 
Rechnung, sondern nur auf dem Wege der Erfahrung ermittelt wer- 
dm. Man nennt diese tangential gerichtete Seitenkraft des Gegec- 
diQcks den Reibungsniderstand. Die Erfahrung lehrt, dass 
diaer Reibungswiderstand stets derjenigen Richtung entgenwirkt, in 
welcher der materielle Punkt entweder wirklich sich bewegt oder 
ohne das Vorhandensein des Reibungs Widerstandes sieh bewegen 
wfirde. Die Erfahrung lehrt ferner, dass die Grösse des Reibungs- 
^iderstandes annähernd als der Grösse des normalen Gegendrucks 
pt^portiocal angenommen werden darf, dass also das Verhältniss 
des Reibungswiderstandes zum Normaldruck einen unveränderlichen, 
nur von der Beschalfenheit der Flächen abhängigen Werth bat. 
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Dieses Verhältnisa wird der Reibungscoeffieient genanot. 
glatter die Flächen siod, um so kleiner ist der ReibungacoefticieDt, I 
und in aolchen Fällen, wo es als zulässig erachtet werden kann, die 
Flächen als absolut glatt zu betrachten, wird man daher den Gregen- 
druck der festen Fläche gegen den materiellen Punkt als stets normal 
zu der Fläche gerichtet betrachten dürfen. Dieser Normaldruck ist 
immer gerade so gross, wie es erforderlich ist, um zu verhindern, 
dass der materielle Punkt die Flüche verlüsst. Zur Bestimmung 
der Grösse dieses Normaldrucks, welche als eine neue unbekannte ; 
Gr(5sse in die Rechnung eintritt, bedarf es einer neu hinzukommen- i 
den Gleichung, und diese ist durch die Gleichung der krummen 
Fläche gegeben. Sobald der Normaldruck seiner Grösse und Richtung 
nach bekannt ist, kann man die Bewegung des materiellen Punktes 
nach denselben Regeln bestimmen, welche für die Bewegung des freien 
materiellen Punktes gefunden wurden. 

Ein materieller Punkt, welchem eine Linie als Bahn vorge- 
schrieben ist, kann betrachtet werden als gezwungen in jeder von 
zwei festen Fläciien zu bleiben, welche in jener Linie einander 
schneiden. Der normale Gegendruck dieser Bahnlinie kann also als 
Mittelkraft aus den Normaldrücken jener beiden festen Flächen , 
seiner Grösse und Richtung nach bestimmt werden. ^^h 

Bewegung eines maleriellen Punktes ISngs vorgeschriebener Batinlinie unter 
alleiniger Einwirliung des Normaldruclts und des Reibungswiderslandes. 

Wenn mit / der Reibungscoeffieient bezeichnet wird, so ist 
der dem Normaldrucke N entsprechende Reibungswiderstaud gleich 



Fig. 1(13, 



fX, und die Richtung t 
ist der augenblicklichen Bewegungs- 
richtung entgegengesetzt. Nach 
der im vorigen Paragraphen ge- 
gegebenen Erklärung bewegt sieb 
der materielle Punkt längs der 
vorgeschriebenen Bahnlinie ^if wie 
ein freier materieller Punkt unter 
Einwirkung der beiden Kräfte N 
und/A'sich bewegen würde(Pig.l03). 
'^ Der Normaldruck N ertheilt der 
Uasse m des materiellen Punktes die nach dem Krümmungamittel- 
punkt hin gerichtete Centripetal- Beschleunigung, welche nach 




Bewegung 



r CuvTe mit lieibung. 
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§ 6 (Fig;. 8} stets die Grösse — hat. Der tangential gerichtete 

e 

Keibungswiderstand fN bringt die (in diesem Falle negative) Tan- 
gential-Beschieunigung - y hervor. Ea ergeben sich also fnr diese 
beiden Seitenbeschleunignngen die Gleichocgen: 
A^ _ B» dv_ _/N 
Vi f ^ dt m 

Wenn man den aus ersterer Gleichung für N zu entnehmenden 
Werth in der zweiten substitiiirt, so nimmt dieselbe die Form an: 



dt~ 



/v-^ 



i 



Während der materielle Punkt das Bahnelement ds durchläuft, 
indert sich die Richtung seiner Bewegung um einen unendlich 
kleinen Winkel, welcher mit da. bezeichnet werden soll. Das Bahn- 
element ds kann als Kreisbogenelement, dessen Halbmesser p und 
dessen CentriwiDkel rfct ist, betrachtet werden; folglich ist: 

ds ^ p f/a. 
Durch Maltiplication dieser letzteren Gleichung mit der vorher- 
gebenden erhält man die Gleichung: 



welcher man nach Substitution t 
eeben kann. 



— /ü° da., 
3 Werthes - 



— = -/rfa. 



Während der materielle Punkt den Bogen ÄM= s durchläuft, ver- 
mindert sich seine Geschwiudigkeit allmählich von f^ bis auf die 
GrSsse v. Man erhält also, indem man die obige Gleichung in- 

firt, und zwar auf der linken Seite zwischen den Grenzen «o 
v, zur Bestimmung der Endgeschwindigkeit v die Gleichung; 
1 



ß='i'" ""■■ 'Ki) = -// 



doi. 



dieser Gleichung bedeutet fda die Summe aller unendlich 
kleinen Äenderungen, welche die Geschwindigkeitsrichtung des 
materiellen Punktes während ZurQcklegung des Weges von A bis M 
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nach und nach erleidet. Für die Endgesclwindigkeit v ergi 
aus obiger Gleichung der Werth; 

.■=,■..,-'/"" 

Fig. lOi. Der gi.'Oinetrisclie Ort alier geraden Linien 

TOD irgend einein Ponkte P aus jiarallel 
gentea einer nutür dem Winkel B anBtmgendi 
linie gelegt werden, ist eine Kegelfläche mi 
Convergenzwinkel 90' — 8 (Fig, IW und 1U5] 
man aicli einen dünnen Draht in Form 
Schraube nl. nie gebogen und eine länge di 
Mliiebbare Hiilse, welche bo klein ist, dt 
materieller PnTilst behandelt werden darf, 
^Jl/dieeer Schraubenlinie dnrchlaufend, so erke 
daaa die Summe aller Kichtongaändeningen 
Falk durch den Winkel dargestellt wird , i 
der abgewickelten als Kreiasector in der Kber 
breiteten Kegelfiäelie die beiden End-Radi 
eiuscbliesBen würden. Es ist also in die 
oder: /rfa = 2ircoa6 und ('—(■„ 





1 hierin 8^60" and/= 



"''"'■=TJ7"' 



DnrchliLiifen jeder Windung die Ge seh windigkeit im Terhältniss 

Fi^. 105. vermindern. Wenn man 

deres Mal 6 = 0° setzt 
chend dem Falle, wo die 
linie in eine Kreislinie übe 




bei der Kreislinie, sondi 
bei jeder anderen ebene 

ohne Wendepunkte würde die Geschwindigkeit im Verhäitniss I ; — 

vermindern bei jedem vollen Umlaufe, lä. h. beim Durchlaufen di 
Bogena, nach dessen Znriicklegung die Uesehwindigkeitsricbtung zui 
Male wieder mit der Änrangsriehtung parallel wird. 



med 



§ ö2. 
Cycloidenpendel. 
Da der normale Gegendruck der Bahnlinie keine med 
Arbeit verrichten kann, so ist es nur die Schwerkraft »iff, 
bei dem io verticaler Ebene ISngs des Cycloidenbogens A 
Reibung hinabgleitenden materiellen Punkte mechanische 
verrichtet (Fig. 106j. Man erhält daher nach dem Print 



Cjcloidenpendel. 
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lebendigen £raft (§ 47, Gleichung 7) zar Bestimmung der Geschwin- 
digkeit V die Gleichung: 

mv^ tnvl , . 

_ ^ = ^ng ia — z), 

und wenn die Anfangsgeschwindigkeit Vq=^Q gesetzt wird, so er- 
giebt sich hieraus für die Geschwindigkeit v der Werth: 

1) f = ^ = 1^2j,(«-e). 

Fig. 106. Man kann sich 

die Cycloide (wie be- 
reits mit Bezug auf 
Fig. 97 erklärt wur- 
de) entstanden den- 
ken durch die Be- 
wegung eines an der 
unteren Seite der 
Horizontalen N 
entlang^ rollenden Kreises, wobei der Punkt P der Kreisperipherie 
die Cycloide beschreibt (Fig. 107). Aus der Theorie des augen- 
blicklichen Dreh- 
Fig. 107. punktes(§9und§10) 

ergiebt sich alsdann, 
dass die Normale 
zur Cycloide stets 
durch den Berüh- 
rungspunkt N des 

rollenden Kreises 
oder den' oberen End- 
punkt des verticalen 
Durchmessers hin- 
durchgeht , folglich 
die Tangente stets 
durch dessen unteren 
Endpunkt L, Aus Fig. 107 ergeben sich hiernach die Gleichungen : 

sina = — = 7i— 1 oder: w = y^2r2, folglich: 




u 



2) sin 
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Aas dem unendlich kleinen rechtwinkeligen Dreiecke PQfi, d 
verticale Kathete PQ^dz, und dessen Hypotennse PB al 
dem ZawachB dz entsprechende negative Zuwachs von s anfg 
gleich — d» ist, ei^ebt sich ferner die Gleichung: 
PQ __dz 
'' PR ~ ds 



3) 8iiia=-s>, 



Durch Gleichsetzang der beiden ffir sin a 
hält nun die Gleichung: 



gefandenen Werth 



4) 



ds ' 1r 



und wenn man den aus dieser Gleichnng för ds sich ergab 
Werth in Gleichung 1) substituirt, so nimmt dieselbe fär di 
gelost die Form an: 



5) dt=^Y^ ,^_ - 
' 9 Vax— e» 



FSr die Zeit t^, nach welcher der materielle Punkt die tiefste 
der Bahnlinie erreicht, erhält man durch Integration der t< 
Gleichung den Ausdruck: 




7) T = 



An dem Endpunkte S angekommen, wird der materielle '. 
beginnen, wieder rückwärts nacb dem Anfangspunkte A hii 



Cjcloideopendel. 

und 80 fortfahren, zwischen deo beiden EndpuDkten 
hin und her zu schwingen. Die Dauer einer Schwin- 
gung ist, wie die obige Glei- 
Fi&. 109, cbung zeigt, TÖllig unabhängig 

von der Schwingungaweite 
(vergl. § 35). 

Die Evolute der Cycloide 
ist eine Curve, deren beide 
Zweige ein jeder mit der einen 
Bälfte der gegebenen Cydoido 
ihrer Form nach öbereinstim- 
men. Denkt man sich im 
Krümmungsmittelpunkte CdeB 
Scheitelpunktes S der gegebe- 
nen Cycloide einen gewichtlosen 
und an dem unteren Endpunkt 
welche klein genug ist, um als 
materieller Punkt gelten zu können, 
so wird die gegebene Cycloide als 
vorgeschriebene Bahn dieses materiellen 
Punktes zu betrachten sein: sobald zu 
beiden Seiten des Fadens Schablonen 
angebracht sind, welche nach der Form 
jener beiden Evolutenzweige ausge- 
aehnitten sind, und an welche der 
Faden stets in tangentialer Richtung 
sich anlegt (Fig. 108). 

Wenn a ^ 2r war, d. h. wenn 
der Anfangspunkt A mit dem Punkte 
Ozusammenfiel, so wird nach (Fig.l09j: 




= /Sjra - 



a), oder : 



= 2 r C03 a I 



?('2r — ä). 

' r 

In diesem Falle stimmt die Bewegung dea materiellen Punktes uber- 
ein mit der Bewegung, welche ein Punkt in der Peripherie eines 
gleichförmig längs der Horizontalen OiV rollenden Kreises aus- 
führen wurde, wenn die Winkelgeschwindigkeit seiner Drehbewegung 
-die Grösse: 



10) Ol 



-Vi 
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bUt^ d.h. wen aa-giiiiMttfcr nilifciiiiiiltLtatf=rw = V^r 
an der HoränUa OXtaÜmgi^Ihe (flg. IIOV Fbt dieswi Fall 
gdten also die m § 46 pfimdeti Bcnhate, taA wdchra simnit- 
liehe TTiiilin^i iffci ii cs^iaeBte Enise werdeo. wesn o ;= 1 oder 
r = y ist 

5 Ö3. 



WcjiB die böden ejdoidafllniiig iingesdiniUenen SchabioDen 
in Flg. 108 beseitigt werden, so gebt du Cjcloideiipendel in dss ge^ 
Wohnliche Kreispendel über (,Fie. IUI. Für die GesehwiDdigkeit r, 
welche der im Funkte A sdne Bew^ung mit der Geschwindigkeit 
Null bc^nnende materielle Punkt nach Zurückl^nag des Bogens 
AM erreicht, ergiebt sieb Bach dem Principe der lebendigen Kraft 
die Gleicbnng: 

—5 0= m(jr(Ieosf> — leosa), oder: 

1> p ^ Y^9l (C08 # — cos a). 
Nach der in Fig. 111 geirthlten Bezeichnung kann man setzen:' 
_ _ rfa__ IdO^ 

und nach Substitution des letzteren Werthes nimmt 
Oleicbnng für dt aufgelöst die Form an: 
— Ide 



1 



2) Jt = 



VW¥o 




— eoa a) 

Um die halbe Scbwingungs- 

T 
dauer — zu erhalten, oder die 

Zeit, nach welcher der ma- 
terielle Punkt die tiefste Stelle 
i5 der Bahn erreicht, hat man 
II den Ausdruck auf der rechten 
Seite zwischen den Grenzen 
6 =aundfl^O zu integriren. 
Es ist also: 



yjsi 



r^^_^==i oder: 



3) T = 



^nj, 



de 



Wenn der anfängliche Elongationswinkel a sehr klein war, so 
kann man die Schwingungsdauer T aßnäheruogsvreiae bestimmen, 
indam man von den beiden Reihen: 

cos o ^ 1 — - — r -I- - — r — - — 



\ 



^"-' 1.2^ 1.2.3.4 
nm die ersten beiden Glieder einer jeden beibebEllt, also : 



3 H — cos a ^ - 



Man erhält, oäch Substitution dieses Werthes die Gleichung : 



are cus — , 



4) T- 



..|/I. 
3 



t 



} 



Diese Gleichung zeigt, dass die Schwingungsdauer des Kreia- 
pendeh um so mehr als unabhängig von der Gröese des Schwin- 
gongäwinkels 2a betrachtet werden darf, je kleiner dieser Winkel 
ist, oder je mehr der Schwingungsbogen ASB die Form einer 
geradlinigen Schwingungsbahn annimmt (vergl. § 35). 

Um einen genaueren Werth für die Sehwingungsdauer abzn- 
iQ, setzt man zunächst: 

5) 1 — cos fl ^ 4'i 1 ■ — cos a = ß 
itsprechend der ersteren von diesen beiden Gleichungen: 



= d^, oder; dli = ^^- = 



vr- 



Nadi Substitution dieser Wertiie ni: 
Form an: 



/i— (1— 4.)' 

GleicliUDg 2) 



6) dt = 



2 ' j ■/?+-+' 



V^ 



Für den letzten Factor auf der rechten Seite kann man nun- 
mehr die binomische Keihe suhstituiren: 



1 42 , Zweiter Abschnitt. Cap. IX. § 53. 

') o-ir'-+^(i)'+,^-(i)V'^-^.(4)v 

Wenn man dann wieder wie oben integrirt zwischen c 
■Grenzen 6 = ol und ö = , oder nach Gleichung ö) zwischen c 
entsprechenden Grenzen ^ = ß und ^ = 0, so erhält man < 
Gleichung : 

T _iyT;^_j 1 :^ ^3/|^^ I oder 

2 2^ gJy^^ — ^A ^ 2 2 ^2.4 \2/ ^ V 




ü 

Dem ersten Gliede auf der rechten Seite entspricht der 
Gleichung 4) gefundene Werth von T, Jedes der übrigen Gliec 
enthält als Factor ein Integral, welches nach der Beductionsform 

t)e8timmt werden kann, und für welches man mit Berücksichtigu 
■der Integrationsgrenzen den Ausdruck erhält: 

o o 

10) [ '^"'^'^ ^^!LrJ\^ [ r-'d'if. 



oder, indem man auf das den letzten Factor bildende Integ 
abermals die obige Reductionsformel anwendet, den Ausdruck: 

^^77i;f_rp - l-^^j^- l2^i=2J^- l2^^=:4J^ • 771:^ 



'2n—\\l2n—i\l2n—b\ 3 1 



• • • • 



2w / \2w— 2/ \2w— 47 4* 2'^"'^' 

Nach Substitution der aus dieser allgemeinen Formel für die ei 
zelnen Glieder der obigen Reihe zu entnehmenden Werthe erhi 
man aus der Gleichung 8) für T den Werth: 

und wenn man hierin für ß den aus Gleichung 5) und Fig. 1 
2U entnehmenden Werth: 
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. . . ^ — Ä h 
ß = l — cosa=l j— = y 

substituirt, so nimmt diese Gleichung die Form an: 

Wenn z. B. der Schwingüngswlokel 2a = 22° 57' 30" ist, so wird: cosa 

= 0,98 und ^ = 5 = 0,01. Es ergiebt sich also für die Schwin- 

gungsdauer der Werth: 

^_ l/Zji4._Lj 9 , 225 

^ r ^ l 400 '^ 640000 "^ 2 304000000 "^ 

Wenn man ein anderes Mal die dem Schwingungswinkel 2 a = 7° 15' 

entsprechenden Werthe: cos a=: 0,998 und — = 0,001 suhstituirt, so erhält 

man für die Schwingungsdauer den Werth : 

l/T| 1 9 225 I 

r ^1 "^ 4000 "^ 64000000 "^ 2304000000000 "^ ) 

Man erkennt an diesen Zahlenbeispielen, dass bei noch kleineren Schwin- 
gungBwinkeln , z. B. solchen, welche nur Bruchtheile eines Grades betragen, 
der Fehler sehr klein wird, den man begeht, indem man die Schwingungsdauer 
nach der einfacheren Gleichung 4) berechnet. 



§ 54. 

Bewegung des materiellen Punktes in einer Kegelfläche unter Einwirkung der 

Schwerkraft. 

Es soll auch hier wieder vorausgesetzt werden, dass der mate- 
rielle Punkt ohne Reibung sich bewegt, dass also der Gegendruck 
% festen Kegelfläche stets normal zu derselben gerichtet ist. Es 
soll femer vorausgesetzt werden, dass die Achse der Kegelfläche 
€ioe verticale Lage hat, und dass ausser dem Normaldrucke N das 
Gewicht mg die einzige Kraft ist, welche auf den materiellen Punkt 
wirkt. Für die drei Seitenbeschleunigungen desselben ergeben sich 
alsdann nach Fig. 112 die Gleichungen: 



(d*x 






N cos a cos ft 


dt" 






m 


d*y 






N cos a sin ti 


dt* 






m 


d"z 
dt" 




N 


sin OL — my 




m 



1) ; :i^ = _ 
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X 



welche nach Substitution der Werthe cos ö = — und sin 6 = 
die Formen annehmen: ^ 

Id'x 



2) 



dt* 

d'y 

dt* 
d*z 
dt* 



+ 



N 


cos a 




m 


N 


cos OL 




m 


N 


SiD OL 



m 



X 

r 

y 
• — » 

r 



Fig. 112. 




Aus diesen drei Gleichun 
könnte man zunächst (auf dies< 
Weise wie in § 47 geschehen) wie 
die Gleichung der lebendigen K 
ableiten^ indem man die erste 
dxy die zweite mit dy^ die di 
mit dz multiplicirt und die G 
chungendannaddirt. Man würde 
dann zu der Gleichung gelangei 



3) 



(mv 



2\ 

-1 = — mg dz. 



Statt dessen kann man a 
das Princip der lebendigen Kraft 
einen in § 47 bereits bewiese 
Lehrsatz unmittelbar anwenden 
(mit Berücksichtigung des Umstan« 
dass der Normaldruck N k( 



mechanische Arbeit verrichtet) setzen: 



4) 



mv 



mv. 



in I/o / X 



indem man die Anfangsgeschwindigkeit mit Vq und den Anfan 
werth von z mit Zq bezeichnet. 

Wenn man ferner von den Gleichungen 2) die erste mit 
die zweite mit x multiplicirt und alsdann die erste von der zwei 
subtrahirt, so erhält man (auf dieselbe Weise wie in § 41) 
Gleichung: 



du d X 

5) ^:.:if — y ^77-2=0, oder: a; 



dy 



y -y^ = Const., 



dt^ ^ dt^ ^' dt "" dt 

welche letztere nach Substitution der Werthe x = r cos 6 i 
y = rsmd die Form annimmt: 



Ki'iTegQiig in 



, dt 



: Kege)tifLcho. 
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6) '•=^,=Cort. 

Man kann die Geschwindigkeit v betrachten als die Resulti- 
rende ans der verticalen Seitengeschwindigkeit — und eioer hori- 
zontalen Seitengeschwindigkeit, welche letztere auch aufgefasst 
werden kann als die Geschwindigkeit, mit welcher die Projection 
des materiellen Punktes auf der Horizontal-Ebene sich bewegt. 
Biese Geschwindigkeit der Horizontal- Projection setzt sich zuaamman 
1^ den beiden Seiteogeschwindigkeiten -r- und r-- (Fig. 113). 



dt 



<lt 



Fig. 113. 



Die obige Gleichung drückt aus: dass 
das Product aus der letzteren in den 
Abstand r (oder das atatische Moment 
der Geschwirdigkeit r in Bezug auf 
die kchseAÜ) einen constanten Werth 
hat. Wenn also — wie hier voraus- 
gesetzt werden soll ■ — die Anfangs- 
geschwindigkeit -i'a horizontal gerichtet 
war, und der Anfangswerth von r 
mit r^ bezeichnet wird, so ist: 
■„, oder: 



Für die Geschwindigkeit c 
ha ^''S'ö^t s'ch ferner nach der 
in Fig. 114 angegebenen Art 
der Zerlegung die Glei- 
chung: 

^ \dt cos et/ ' 
welcher man mit Benutzung 
des in Gleichung 7) für 

r -T- gefundenen Werthes 

dt 
auch die Form geben kann: 



ilecliuiik. 3. Aafl. 



146 Zweiter Abschnitt. Cap. IX. § 54. 

Indem man diesen Ausdruck dem aus Gleichung 4) zu entnehmen- 
den Werthe von v* gleichsetzt, erhält man die Gleichung: 

.0) 2,(^-+.._.)=.:4+(^.^--y, 

und wenn man hierin abkürzungs weise die Geschwindigkeitshök 
/ =:/^ setzt, so liefert dieselbe für das Quadrat der verticale: 
Seltengeschwindigkeit den Werth: 

Diese Gleichung zeigt, dass es ausser dem Werthe = ;^ 

dz 
noch einen zweiten Werth z = Zi giebt, für welchen -n = ^ ^^^^ 

Man findet denselben, indem man den letzten Factor auf der rechte 
Seite gleich Null setzt, aus der Gleichung: 

= zl — hz^—hzo, oder: z^ =-^h-\-y(^l^hy -^hr 
Es ergiebt sich aus dieser letzteren Gleichung, dass: 
^1 > -0 w5rd, wenn A > -7- ^-q ist, 

— j _ 1 

\^^\\\ Werthe h=^-=r-z^ entspricht die Anfangsgeschwindigke 

^\i — \ ^h* ^^^ dieser Grösse der horizontalen Anfangsgeschwii 
ili^K^l blt^ibt der materielle Punkt stets in der Horizontal-Eber 
Uv;^ 4^^^^P^l<t^^^^ ^^^ beschreibt (als Centrifugalpendel) die h< 
liivu^UÜi^ Kv^i^Hnle vom Halbmesser r^ mit der constanten G< 
äv'U^iMiUtiki^t i\|t Die ümlaufszeit t ist zu bestimmen aus d( 

U) i»^j* = 2ro7r, 

.nus \\v^U'hw mi4U Wttch Substitution des obigen Werthes von v^ m: 
UouWK^ichU);[ung il^a Umstandes, dass nach der in Fig. 112 gewähl 



13) 



len Sezeichnung --- ^ tg a 
Werth erhält: 

15) ( = 2 zl 
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isetzt werden kann, für ( den 



^ 9 H '9 



Bewegung d«B malerielien 



Wenn man in den Gleichungen des vorigen Paragraphen über- 
all die Grösse g gleich Null setzt, so gelten dieselben für die Be- 
wegung eines materiellen Punktes, welcher ohne Einwirkung der 
Schwerkraft in einer festen Kegelfläche sich bewegt. Aus Glei- 
chung 4) folgt, dass die Bewegung in diesem Falle mit der constanten 
Geschwindigkeit !,- = !;|, erfolgt, und der Gleichung 9) kann man 
nach Substitution dieses Werthes auch die Form gaben: 

16) — - '-■■■ = (I cos a , dt, 

"oriuf man durch Integration derselben die Gleichung erhält: 

f^) y^' — ?; = fcosa.;, oder:r— "/j,^ -}- {y cos a.()*. 
Je grösser t wird, um so kleiner wird der Fehler, welchen 



man b^eht, indem man c^wcosa.i, oder: 



dt ' 



V cos a setzt, 



d. h. um so mehr nähert sich die verticale Seitengeschwindigkeit 
ilem constanten Grenzwerthe ücoso. Nach Gleichung 7) ist: 



dt r s Ä^tgct 
Dieser Gleichung kann man nach Substitution des für z j 
fandeaen "Werthes auch die Form geben: 



19) sina 



^ftindei 

^Md wenn man dieselbe integrirt ■ — auf der linken Seite zwischen 
^^n Grenzen 0^ "°d ö, auf der rechten Seite zwischen den Grenzen 
und ( — so erhält man die Gleichung: 



d ( ^ cos 



SIX.t) 
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20) {6 — 6^) sin a = arc tg ( — cos a . n, oder: 

21) V cos OL. t = ZQigl(0 — Oq) sin a k 

Indem man diesen Werth dem in Gleichung 17) gefundene 
gleichsetzt, gelangt man schliesslich zu der Gleichung: 

22) VJ^^^~^f= Zo tg I (ö — öj sin a }, oder: 
23) ^=/l+tg{(ö — öo)sina}^=- ^ 



Zq • 6 IV 0/ j cos{(ö — ÖQ)sina} 

wofür man, da — = — ist, auch setzen kann: 

24) -!:=--,_ 1 



Vq cos{(ö — ö^)sina}' 

und wenn man das Coordinatensystem so legt, dass der Anfang*: 
punkt der Bahnlinie in die ZZ- Ebene fällt, so ergiebt sich fi 
die Polargleichung der Bahnlinie, welche die Horizontalprojecti^ 
des materiellen Punktes beschreibt, die noch einfachere Form: 

25) r = ^^^ 

' cos (ö . sin a) 

Diese Gleichung zeigt, dass r = oo wird, wenn ö . sin a = — 

wird. Es nähert sich also der Winkel B unaufhörlich einem ^ 
stimmten von der Grösse des Winkels a abhängigen Grenzwertfci 
ohne denselben je zu erreichen, und zwar wird z. B. dieser Grei»> 
werth: 

TU 

ö = — , wenn sin a = 1 ist, 

1 

d =1 TZ „ sm a = 



2 " 
Ö = 2 TU „ sin a = — „ . 

Durch diesen Grenzwinkel wird zugleich in der KegelfläcJ 
selbst die Lage derjenigen Seitenlinie bestimmt, welcher die BahJ 
linie des materiellen Punktes asymptotisch sich annähert. 
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1 ^M 


^B Bewegung des materiellen Punktes in einer Kugeltläche. ^^^| 


^M Der materielle Punkt ist gezwungen, sich so za bewegen, dass ^^H 


^^ Fig. 115. sein Abstand von dem ^^H 


■ ' ^ ----,.,^^ festen Mittelpunkte der ^^M 


H y^ ^X. Kugel die unveränder- ^^M 


m / \ liehe Grösse / stets bei- ^H 


/ \ behält (Fig. 116). Es ^H 


/ \ \ sind daher die Coordi- ^H 


1 _ -'. _ \ naten. resp. die Seiten- .^^| 




X 5E "-^1 „ gesciiwindigkeiten und ^^H 


'■~--,..___^^^ 


-f^ ^]__J^ Seitenbesclilennigungen ^^| 


Ä^^ 


/ des materiellen Punktes ^^| 


1 \ ij; / denBedingungagleichun- ^^M 


Ä>— " 


-■-4 -Vj^i / gen unterworfen. ^^M 


ycr^ 


it-siii^ n i' + «=4-2« = I' ^1 


t 1 i ■ ^^^^+^-0^ ■ 


^B^si+^s+(sr+(t)'+(S"-- ■ 


' Da die Summe der letzten drei Glieder gleich dem Quadrate ^^| 


äer Geschwindigkeit v ist, so kann man der dritten Gleichung auch ^H 


^^e folgende Form geben: ^^H 


K d-'x d'ii , d's ^H 




[ 'i< Gleiciluigen: ^| 




,r-x iVcosn S X ^H 








dt< >» I ^H 


^^^ 6) 






ii>z — iVcos T + mg N z ^H 


^V Weno man VOD diesen drei Gieiciiungen die erate mit x, die ^^M 


^■Blte mit y, die dritte mit z multiplicirt, und dieselben dann addtrt, ^^H 
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SO erhält man unter Berücksichtigung der Bedingungsgleichnng 1 
die folgende Gleichung: 

_ d^x I d^!/ d-z Nl 



■1P+' 



dt* 



dt' 



«1 ' ■' 



Aus der Gleichsetzang der beiden Ausdräcke 4) und 6) ergiet 
sich für den Normaldruck N der Werth: ^^M 



7) iV^ 



/ 



Man erhält ferner aus den Gleichungen 5), indem man d 
erste mit dx, die zweite mit di/, die dritte mit dz multipticirt ut 
die aus der Addition derselben sich ergebende Gleichung integri 
— oder auch indem man das in g 47 bewiesene Princip der lebe: 
digen Kraft direct anwendet — die folgende Gleichung: 



8) - 



resp. die Anfangswerthe 



' und s b 



in welcher v^ und , 
deuten. 

Indem man schtiesslich noch von den Gleichungen 5) die ers 
mit y, die zweite mit x multiplicirt und alsdann die erste von d 
zweiten suhtrahirt, findet man, dass die Gleichungen ij) und 6) d 
§ 54, sowie die Fig. 113 als Darstellung der Horizontalprojecti 
der Bewegung, auch für diesen Fall ihre Gültigkeit 1 
ist also wie in { 



' dt ' 

zu setzen, wenn auch hier wieder die Annahme gemacht wirJJ 

die Anfangsgeschwindigkeit v^^ horizontale Eichtung hatte, also lecl 

winkelig zu dem anfUngÜchen Kadiusvector r^ der Horizontalpi 

jection gerichtet war (Fig. 113). 

Wenn man der Gleichung 2) die folgende Form giebt;^ 

,„, dx , dii dz 

10) a: -;- + ;/ -r- = — 3 — , 

' dt ' -^ dt dt 

und dann das Quadrat derselben zu dem Quadrate der Gleichung 

addirt, so erhält man die Gleichung: 

fdz\ 



I 

mi, dl 
Iso recl 
lontalpi 

1 



")'-+'M(§)V(^)V 



•O' 



wofür man mit Berücksichtigung der Bedingungsgleichnng 1) u 
der Beziehungen, welche zwischen der Geschwindigkeit v und ihr 
drei Seitengeschwindigkeiten stattfinden, auch setzen kann: 



Bewegung des materiellen PnnkteB 



Am dieser Gleichung ergiebt aich für daa Quadrat der ver- 
ticalen Seitengeachwindigkeit der Atisdruck: 



aan nach Sil 
den Werthes 

") O' 



f 



Gleichung 8) für ü" 
eben kann: 



+ 2- 



,!l 



welchem man nach Substitution des au 
entnehmenden Werthes auch die Form | 

^H| Weno man bierin abkürzungsweise die GeschwindigkeitshOhe 
W H^ = A setzt und ausserdem berücksichtigt, daas rl = l^ — zl ist, 
I 30 kaan man aus der vorigen noch die folgende Gleichung ableiten: 
'.^) — h[P — 4), oder: 



2?" 

30 kaan man aus der vorigen noch die 



16) ^ßl)'= {^.-^)\^h^:.-l')+h^ + ^'\■ 



f, 



An dieser letzeren Gleichung erkennt man: dass es ausser dem 
= Sy noch einen zweiten Werth s = ^■^ giebt, für welchen 

T^=0 wird. Man fändet denselben, indem man den zweiten Fac- 
tor des auf der rechten Seite stehenden Productes gleich Null setzt, 
der Gleichnng: 



^)^l+hz. 



= 1" 



- Äi-o, oder: 



^yl^^^'^- 



I 



Die Grössen z^ und e, bilden die Grenzwerthe, zwischen wel- 
chen die Coordinate s sich ändert, und je nach der Grösse von h 
wird der eine oder der andere dieser beiden Grenzwerthe der grössere 

beiden sein. Es wird nämlich: 



, wenn h = 



Dem ersteren dieser drei Fälle entspricht eine Anfangsgeschwin- 
digkeit von der Grösse: 



,Yffl = y2,(^f) = r,\/L- 



152 



Zweiter Als.-lmitt. Cap- IX. 



1 



Bei dieser Grösse der horizontalen Änrangsgeschwindigkeit fallen Sim 
beiden Grenzwerthe zusammen, und der materielle Punkt besehreilH 
eioe horizontale Kreislinie vom Halbmesser r„ mit der conatantea 
Geschwindigkeit r^. Die Umlaurszeit f ist zu bestünmen (wie ia 
§ 54) aus der Gleichung: 

19) r,J = 2i\T., oder: t = -1t. — = 2-n:|/-"-- ^h 



BewegunB eines materiellen Punktes tSngs der Sehne einer homogenen Kugel. 

Wenn man sich durch die Erdkugel einen geradlinigen Tunne 
gebohrt denkt, so würde ein diesen Tunoel ohne Widerstand durch- 
laufender Eisenbahnwagen annäherungsweise betrachtet werden kön- 
nen als ein materieller Punkt, welchem eine Sehne der Erdkugel 
als Bahnlinie vorgeschrieben ist. Nach § 45 ändert sich im Innerei 
einer homogenen Kugel die Gravitationsltraft proportional dem Ab- 
stände vom Mittelpunkte. Wenn also die Erde als eine homogene 
Kugel betrachtet werden dürfte, so würde nach Pig. 116 die Be- 
wegung des materiellen Punktes zu bestimmen sein aus der Gleichung 



<.W 






welcher man nach Substitution des Werthes p cos et = x, indem mai 

zugleich die Constante y 3-^k setzt, auch die folgenden Ponne: 
geben kann: 



Fig, ik;. 




dt* ~ 



dt^ 



= — k^x. 



Die letztere Gleichung stimm 
öberein mit der in § 35 für di 
geradlinig schwingende Bewegung 
gefundenen DifTerenzialgleichung 
und die Dauer einer Schwingun] 
hat nach § 35 die Grösse: 



"Kf 



Wenn der Anfangspunkt de 

Bewegung mit einem Endpunkt 
der Sehne zusammenfiel, und die Anfangsgeschwindigkeit gleich Nul 
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war, 80 Brgiebt sich für die Zeit, in welcher der materielle Punkt 
die ganze Läoge der Sehne durchläuft, der Werth: 

"Die Dauer der Bewegung ist also nnabhangig von der Lage der 
Sehne und hat dieselbe Grösse, welche in § 35 für die Dauer der 
Üewegung längs des Erddurchmessers gefunden wurde. Nach den 
obcD gemachten Voraussetzungen ergiebt sich hieraus der folgende 
Satz: 

Alle Sehnen einer homogenen Kugel werden in glei- 
chen Zeiten durchlaufen. 

In einer homogenen Kugel von der Grösse und Masse der 
Erde beträgt die Dauer der Bewegung stets 2532 Secunden, oder 
42 Minuten und 12 Secunden. 



§ 58. 

Bewegung auf geneigter Bahn unter Einwirkung dei Luftwidertlandes. 

Die in g 33 für die steigende und sinkende Bewegung eines 

Körpers in atmosphärischer Luft gefundenen Gleichungen können 

auch angewendet werden auf die Bewegung eines ohne Reibung längs 

geneigten Hahn gleitenden Körpers, wenn 

darin die Grösse q vertauscht wird 



1) g^ffsina 
und dem entsprechend die Grösse k 
mit der Grösse f, als derjenigen 
Grösse der Geschwindigkeit u, bei 
welcher der Luftwiderstand W die, 
Grösse «igerreichen würde (Fig.117), 
Für diese Geschwindigkeitsgrösae 
ergeben sich nach § 33 die Gleich- 
ungen : 

31 -t="' 
«ig V ' mg k-' 

Die Geschwindigkeit k, mit welcher ein 14000 kg wiegender 
Eisenbahnwagen vom Querschnitte F = i^'" sich bewegen müsste, 




löi Zirdter Absflmitl. Cap. IX. § 53. 

wenn der Luftwiderstand gleich seiDem Gewichte sein sollte, )XU 
man nach der Gleichung 3'2j des § 33 berechnen, indem man darii 
V = k, W= UOOO, 7 = 1,293, und (entsprechend der Form dei 

4 
Wagens) den Wideratandscoefficienten S = -^ setzt; man erhäl 

dann die Gleichung: 

5) 14000 = y- 1.293 . 4 • ^-^, oder k ^ 200«'. 

Wenn dieser Wagen auf einer Hahn vom Steigungsverhältnif 
sin a = 0,01 sich bewegte, so würde (nach Gleichung 4) der Luft 
widerstand gleich der bergab gerichteten SeitenkraFt des Gewiohl 
werden bei der Geschwindigkeit: 

G) t = k /sin "a = 200 VÖ^Öl -- 
Für die Strecke s, welche der bergan laufende Wagen auf 
Bahn noch zurücklegt, bis seine Geschwindigkeit gleich Null wiri 
erhält man (nach § 33, Gleichung 9), wenn die Änfangsgeschwindij 
keit c ^ 40™ angenommen wird, den Werth: 

Für die Dauer dieser Bewegung erhält man (nach § 33, Gleichung 2! 
den Werth; 

8) r= -g «■■»%(, = g-rrW-'-'Väoy 

Die Endgeschwindigkeit, mit welcher der zurücklaufende Wagen df 
Abgangsort wieder erreicht, hat (nach § 33, Gleichung 1 5) die Grösai 
40 



Gewionl 

1 



-^©-^ 



6 Sek. 



9) F = 



''+i 



|/. + i 



= 17," 



V r '^20'' 
1 und die Dauer dieser rückläufigen Bewegung bat (nach 
I Gleiehunt 



4/+K.^ 



r Ku^el in bewegtem Rühre. 



^P Capitel X. 

Eelative Bewegung des materiellen Punktes. 

§ 59. 
Die zwei scheinbaren Kräfte der relativen Bewegung. 

Wenn ein iDaterieller Punkt eine bestimmte Bewegung ausfuhrt 
längs einer Bahnlinie, welche ihrerseits einem in Bewegung be- 
griffenen Räume oder Körper angehörend gleichzeitig eine zweite 
Bewegung ausführt, ao nennt man — wie in § 2ä bereits erklärt 
Würde — jene erste Bewegung die relative Bewegung des mate- 
riellen Punktes in Bezug auf jenen Raum oder auch die scheinbare 
ßewegucg, insofern dieselbe einem au der Bewegung des Raumes 
theilnehmeoden , aber von seiner Bewegung Nichts merkenden Be- 
obachter als die wirkliche Bewegung erscheinen würde. In § 25 
wurde gezeigt, wie man die Beschleutiigung der wirklichen Be- 
wflgung des materiellen Punktes stets als ResuUirende von drei 
Beschleunigungen p^ , p^ , p^ darstellen kann , von denen die eino- 
p) die Beschleunigung der relativen Bewegung ist, und die beiden 
anderen p^, p^ aus der relativen Geschwindigkeit und der gege- 
benen Bewegung des Raumes ihrer Grösse und Richtung nach be- 
stimmt werden können. Es wurde dort zugleich gezeigt, wie man 
die umgekehrte Aufgabe lösen kann, nämlich aus der gegebenen 
ivirkliehen Bewegung des materiellen Punktes und der gleichfall» 
gfigebenen Bewegung des Raumes die relative Beschleunigung zu 
berechnen als Resultirende von der wahren Beseiileuniguug p und 
den in entgegengesetzten Richtungen genommenen beiden Beschleu- 
nigungen p^ und p-^. 

Wenn mit m die Masse des materiellen Punktes bezeichnet 
"ird, so ist mp die Grösse derjenigen Kraft, welche demselben 
6ina Beschleunigung p gleich der wahren Beschleunigung ertheilen 
*&rde, also die Grösse der wirklichen Kraft, welche auf den ma- 
teriellen Punkt wirkt. In gleicherweise stellen die Producte mpi, 
'"'hl '"/'s die Grössen der Kräfte dar, welclie dem materiellen 
Punkte resp. die Beschleunigungen p^, p^, p.^ ertheilen würden. 
Da die Resultirende von drei Kräften nach denselben Regeln zu 
bestimmen ist wie die Resultirende von drei Beschleunigungen, so 
ist es nur nöthig, das in § 25 in Bezug auf die Beschleunigungen 
erklärte Verfahren hier anzuwenden auf die jenen Beschleunigungen 
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«ntsprechendeti Krifte, om Danmefar iscfa die Knft nr/^,, als die- 
jenige Kraft. QDter deren Klleiniger Snwirknsg der materielle 
Paukt im ruheDdeii Baome eine mit d«r rebÜTen Bewegung genau 
übereinstimnieDde Bewegong sosfohren w^rde, darstellen zu kCnDen 
als Eesnltirende von drei Kräftea mp, mp^, inpi. deren Grössen 
and Ricbtangec anf folgende Weis« ra bestimmen sind. 

Die erste Kraft mp ist die als g^ben zu betrachtende wirk- 
liche Kraft, oder die Mittelkraft too denjenigen Kräften, welche in 
Wirklichkeit auf den materiellen Pnnkt wirken. 

Die zweit« Kraft mp^ entspricht ^ was ihre Grösse betrifft — 
der Besehleanignrg derjenigen Stelle des bewegten Raumes, welche 
der materielle Punkt in dem betreffenden Augenblicke gerade ein- 
nimmt, und — was ihre Bichtung betrifft — so ist sie der Sich- 
tung jener Beschleunigung entgegengesetzt. 

Die dritte Kraft inp^ ist rechtwinkelig su derjenigen Eben» 
gerichtet, welche das relative BaboelemeDt und die durch d«n 
Anfangspunkt desselben zu legende augenblickliche Drehachse dea 
bewegten Raumes entbält. und ist dem Sinne der Drehbewegung 
entgegengesetzt, Ihrer Grösse nach entspricht sie der Beschleu- 
nigung j),, welche in § 25 definirt wurde als das doppelte FroducV 
ans der relativen Geschwindigkeit, der Drebgeschivindigkeit de^ 
Raumes um jene augenblickliche Drehachse und dem Sinus de^ 
Winkela, welchen das relative Babnelement mit der augenblick- 
lichen Drehachse einschliesat. Nach der in § 2ö gewählten Be- 
zeichnung ist also: 

mpi ^ 2m M' sin a. 

Wenn in dem ruhenden Räume der materielle Punkt eine 
Bewegung ausfuhren sollte, welche genau übereinstimmt mit der 
gesuchten relativen Bewegung, so mflssten ausser der wirklich vor- 
handenen Kraft mp noch die beiden Kräfte tn/ij und mp^ wirken. 
Einem an der Bewegung des Raumes theilneiimenden, aber von 
seiner Bewegung Nichts merkenden Beobachter würde es daher so- 
Torkommen, als ob ausser der wirklichen Kraft noch jene zwei 
anderen Kräfte auf den materiellen Punkt wirkten. Deshalb nennt 
man jene beiden hinzuzufügenden Kräfte mp^ und mp^ die zwei 
scheinbaren KrSfte der relativen Bewegung. 

Es ergiebt sich hieraus för die Bestimmung der relativen Be- 
wegung eines materiellen Punktes in Bezug auf einen Raum, dessen 
Bewegung gegeben ist, die folgende Regel: 

Man füge zu den wirklichen Kräften, welche auf den mate- 






Bewegung e 



r Kugel in bewsgleu 
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nelleii Punkt wirken, noch die oben defioirten zwei acbeiubaren 
Kräfte hin^u und lieätiiunie Diinmehr, obne auf die Bewegung jenes 
Raumes weiter Rücksicht zu nehmen, die Bewegung, welche der 
materielle Punkt nnter Einwirkung aller dieser Kräfte ausführen 
würde. Die auf solche Weise gefundene Dewegung ist die gesuchte, 
relative Bewegung. 



§ 6'>. 

Bewegung einer Kugel in einem geradlinigen RoSre. welches um eine recht- 
winkelig zu seiner Achse gerichlete Drehachse glelchfSrmig sich dreht. 

Die BewGRUng einer Kugol in einem geradlinigen Rohre kann 
lunäheruDgs weise behandelt werden wie die üewegUDg eiues mate- 
rielleo Punktes, welchem eine gerade Linie als Bahn vorgeschrieben 
ist. Wenn das Rohr selbst gleichzeitig eine gleichförmige Dreii- 
iiewagung ausführt um eine rechtwinkelig zu seiner Achsenlinie 
durch den einea Endpunkt derselben gelegte Drehachse, so ist die 
Bewegung der Kugel längs der 



Fig. 118 




iuueren Wandflftcbe desselben 



Achsenlioie des Rohres aufzu- 
fassen als relative Bewegung eines 
materiellen Punktes in Bezug 
auf einen Baum, welcher eben 
dieselbe Drehbewegung ausführt 
(Fig. 118.) 

Es soll angenommen werden, 
dass der normal zur Achse des 
Rohres gerichtete Gegendruck der 
uzige Kraft ist, welche auf die 



Kugfll wirkt. Nach der im vorigen Paragraphen gefundenen Regel 
tit man zu dieser wahren Kraft A"" noch die beiden scheinbaren 
Kräfte der relativen Bewegung hinzuzufügen und alsdann die Be- 
"Bgung der Kugel so zu bestimmen, wie wenn das Rohr im Rube- 
Btiude sich befände. 

Die erste der beiden scheinbaren Kräfte entspricht der Be- 
acbleiinigung der Stelle des Rohres, an welcher die Kugel sich 
befiadet, und ihre Richtung ist dieser Beschleunigung entgegen- 
gesetzt. Der Punkt M des Rohres bewegt sich gleichförmig längs 
der Peripherie eines Kreises vom Halbmesser .r mit der Geschwin- 
keit X03. Die Beschleunigung .dieses Punktes ist (nach § 6) 
i nach dem Drehungsmittelpunkte gerichtete Centiipetatbeschleu- 
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niguDg und hat die Grösse .'-a-. Es ist da,ber die erste schein- 
bare Kraft gleich m.ia- und dieselbe wirkt in der Richtung des 
Drehungshalbmessers OM nach aussen hin. Diese Kraft wird die 
Centrifugalkraft genannt. 

Die zweite scheinbare Kraft ist rechtwinkelig zu der Ebeoe 
gerichtet, welche das mit der Achsen rieh tung des Rohres zusammen- 
fallende relative Bahoelement uad die durch den Punkt .1/ gelegte 
augenblickliche Drehachse enthält (vergl. § 25, Fig. 70). Dieselbe 
ist also tangential zum Dreh ungsk reise gerichtet und zwar dem 
Sinne der Drehbewegung entgegengesetzt. Ihre Grösse beträgt nach 
der im vorigen Paragraphen gegebenen Erklärung 2mro>. (Diese 
zweite scheinbare Kraft wird von Einigen die „zusammengesetzte 
■Centrifugalkraft" genannt.) 

Da die Kugel durch den Normaldruck X verhindert wird, das 
Rohr zu verlassen, so rauss derselbe mit der zweiten scheinbaren 
Kraft gleiche Grösse und entgegengesetzte Richtung haben. Folg- 
lich hat dieser Normaldruck die Grösse: 

1) N= 2mra 
und derselbe wirkt im Sinne der Drehbewegung des Rohres. 

Die Kugel bewegt sieh längs des Rohres gerade so, wie wenn 
das Rohr im Ruhezustande sich befände, und die beschleuuigende 
Kraft tHJ-a^ auf dieselbe wirkte; folglich ist die Beschleunigung 
-dieser Bewegung; 



2) 



Die relative Bewegung der Kugel erfolgt daher genau nach dem- 
selben Gesetze, wie die in § 36 untersuchto Bewegung eines mate- 
riellen Punktes unter Einwirkung einer dem Abstände von einem 
festen Punkte proportionalen abstossenden Kraft. Man erhält also, 
indem man den Buchstaben k in den dort gefundenen Gleichungen 
mit dem Buchstaben w verta,uscht, für die zurückgelegte Weges- 
länge und die Geschwindigkeit der relativen Bewegung resp. die 
allgemeinen Gleichungen: 



3) 



U"+i)^~^'+U--^' 



Aus diesen beiden Gleichungen wOrde man durch Elimination der 

Zeit i eine Gleichung ableiten können, welche « als Function von 
./■ darstellt. Man kann statt dessen auch auf directem Wege eine 
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be- 



Gleichung ableiten, entweder indem man das 
iane Prineip der lebendigen Kraft auf die relative Bewegung 
Kugel anwendet oder auch, indem man Gleichung 2) auf beiden 

laten mit 2il.f multiplicirt und dann integrlrt. Auf letzterem 

Wege gelangt man zu den Gleichungen : 



6) kvdf^ a'-k.rdj' 



Wenn zußllig r,j=^x„iii war, so wiid v-^^xnt, and wenn zugleich j- 
<li? ganze Länge dea Ttobrea wate, so würde die Kuf^el mit der abauluton Ge- 
srhirindigkeit xut . V'2 die Mnndung verlassen nnd sich geradlinig und gleieh- 
firmig mit dieser Geschwindigkeit weiter bewegen. 

Die hier unter Voraussetzung einer nach aussen gerichteten 
rflitivec Bewegung abgeleiteten Gleichungen gelten auch für nega- 
tive Werthe der Geschwindigkeit <■, d. h. für den Fall, in welchem 
die Kugel nach dem Drehpunkte hin sich bewegt, in welchem Falle 
sowohl die zweite scheinbare Kraft, als auch der dieselbe auf- 
hebende Normaldruck N einen negativen Werth erhalten, d. h. ent- 
gegengesetzte Richtuug annehmen würde. Sollte bei einer solchen 
nach innen gerichteten Bewegung f = werden in dem Äugen- 
lilieke, wo .'■ = wird, ao müsste die Anfangsgeschwindigkeit der 
Bedingungsgleicbung entsprechen: 

8) 0— rl = — .^>^ oder: v^ = — j^cd. 
Wenn also die nach dem Drehpunkte hin gerichtete relative An- 
fangsgeschwindigkeit gleiche 



Fig. 110- 



>^ 



hatte mit der Peri- 
pheriegeschwindigkeitdea An- 
fangspunktes, so wird die 
Kugel den Drehpunkt gerade 
noch erreichen und zwar mit 
der Eudgeschwindigkeit Null, 
folglich im Ruhezustande da- 
selbst verbleiben. 

Wenn der Drehpunkt 
ausserhalb der Rohrachse 
liegt, so ergeben sich für 
die zwei scheinbaren Kräfte 
die in Fig. 119 angegebenen 



KW) 



Zweiter Abschnitt. Cap. X. g 61. 






OrHsm'ti lind Richtangeu- Für den Normaldmck -V erhält mal 
'llHsem Falle die Gleichung: 

ü) N + mro'sin * = 'im na, oder: iS'^= 2m! 
uiiM wolcber man erkennt, dass deraelbe gleich Null wird in dem 

Augenblicke, wo i- ^ , wird, und negativ ist, so lange " < « ist. 

Fdr die Beschleunigung der relatjren Bewegung ergiebt sieb 
dl0 UleicbuDg: 

.. d-x mra" cos£ . 

"" -rf^=— „, — ='■''■ 

UlnH« Oleicbung stimmt überein mit der für den vorigen Fall ge- 
rundenen Gleichung 2). Es erfolgt daher die relative Bewegang 
iiAi'li denselben Gesetzen, welche für den in Fig. 118 dargestellten 
Fall In den Gleichungen 2) bis S) gefunden wurden. D& r* ^ x' -\- a '^ 
Ist, »„ kann man der Gleichung 7} für diesen Fall auch die ForiK 
K»bBn: 

11) (■» — pj = r*6)* — rl&K 
bin i!ft also bei der Bewegung der Kugel von einem Punkte de) 
lldhres zu einem anderen die Zunahme des Quadrates der relattvex 
UdkdIi windigkeit stets gleich der Differenz der Quadrate der Peri- 
liliöriegeschwindigkeiten dieser beiden Punkte. 

§ 61. 

UvMmBung einer Kugel in einem geradlinigen Rohre, welches um eine die Achs« 
ilotielben epitzwinkeiig schneidende Drehachse gieichltirmig sich dreht. 

I hdII auch hier wieder vorausgesetzt werden, dass der nor- 
n\n\u Llügondruck der Robrwand die eiuzige wirkliche Krai't ist 
Fig. 130. welche auf die Kugel wirkt 

Die Dichtung dieses Gegen- 
drucks liegt 

einer Ebene, welche recht 
winkelig zu der Achse de 
Rohres steht, und man kan: 
sich in dieser Ebene densel 
"" ben zerlegt denken in di 
zwei rechtwinkelig zu ein 
ander gerichteten Seiten 
kräfte JV, und^Y^, von dene 
erstere die Drehachse in dei 
Punkte B schneidet, und di 
lU dem Drebungskreise gerichtet ist (Fig. 120 
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Nach Hinaufugung der beiden in der Figur angegebeüen schein- 
barfD Kräfte mru" und imvaslan findet man für jene beiden 
Seitenkräfte die Werlhe: 

K^ =mra* cos a, 

JVj ^ 2mta>s\n a, 
iinii für die Beschleunigung der relativen Bewegung erhält man die 
(ileicbung: 

d*x Hircj*sin a 

welche nach Substitution des Werthes r ^ x sin a. die Form an- 
nmjst: 



dt" 



- (a sin a)'^ X. 



ffeno man diese Gleichung mit der im vorigen Paragraphen ge- 
fuoiietien Gleichung 2) vergleicht, so erkennt man, dass es nur 
K'tiiig ist, in den dort gefundenen Gleichungen überall den con- 
ätanteD Factor a zu vertauschen mit der gleichfalls constanten 
Örfogfl (0 sin a, um die Bewegungsgleichungen für den vorliegenden 
Fall KU erhalten. Die Gleichungen 3), 4), ?) des vorigen Para- 
graphen nehmen alsdann die folgenden Formen an: 

2 \ " ' (osma/ 'SV" rasma/ 



= ^fe' 



na-|-!i„)e 



— -ö-(a^o'' 



na — Pn)e 



V* — vl^ (a;* — x't) M*sin a* = (r* — ■ r^) »^ 
Aticii diese Gleichungen gelten sowohl für negative als für positive 
Werthe der Geschwindigkeit u. 

Die letztere Gleichung zeigt, dass auch in diesem Falle die 
Zunahme des Quadrates der relativen Geschwindigkeit der Kugel 
bei der Bewegung von einer Stelle des Rohres zur anderen stets 
gleich ist der Differenz der Quadrate der Feripheriegeschwindigkeiteu 
fcser beiden Stellen. 



^Btwesung einer Kugel in ein 
winkelig zur Krllmmungsebi 



krummlinigen Rohre, welches um eine recht- 
desselben sieh ende Drehachse gleichfSrmlg 
sich dreht. 
F&r die hinzuzufügenden zwei scheinbaren Kräfte ergebeu sich 
dieselbe Weise wie bei den in §60 und §6! bebandelten 

Itlei. AninrUBclie Mech.nik, S.Ana ]] 
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Fig. 121 



beiden Fällen die in Pig. 121 angegebenen Grössen und Richtungen, ; 

Die zweite scheinbare Kraft fällt in die Eiciitung der NormaleD 

zur relativen Bahnlinie und wirkt, 

wenn w und o beide positiv sind, 

io der Richtung nach dem Eräa- 

mungsmittelpunkte J hin. Da die 

Mittelkraft von den bei lecbtwiDke- 

liger Zerlegung der Kräfte in die j 

Richtung der Normalen fallenden | 

Seitenkriiften die Centripetalkratl I 

bilden muss, welche die Centripetal- i 

beschleuniguög --- der relativen Be- 

P 
wegung hervorbringt, so ergiebt sich 
für den von aussen nach innen 
richteten normalen Gegendruck 
der Rohrwand die Gleichung; 




iV+2w 



1) N = 



nge- I 
ck N j 



Wenn aus dieser Gleichung ein negativer Werth für N sich er- 
geben sollte, 90 würde hieraus zu schliessen sein, dass der Druck 
der Rohrwand gegen die Kugel iu der Richtung des Krummungs- 
halbmesaers nicht nach innen, sondern nach aussen bin wirkt, dass 
also nicht die nach aussen hin convexe, sondern die dem Kriim- 
niungsmittelpunkte zugewendete nach aussen concave Wandaeite es 
ist, welche diesen Gegendruck zu leisten hat. Um zu erfahren, 
wann der eine oder der andere von diesen beiden Fällen eintritt, 
würde man zu untersuchen haben, wann der Grenz- und üebergangs- 
fall eintritt, in welchem der Normaldruck gleich Null wird. Man 
erhält für diesen letzteren Fall, indem maa den obigen Ausdruck 
gleich Null setzt, die Bedingungsgleichung: 



2) = 



- + rw^sin e 



Durch Auflösung dieser (in Bezug auf die Grösse i) quadratisditf 
Gleichung erhält man für '■ den Ausdruck: 

3) r = pto i: Vf^to^ — prra^sin e, 
welcher zeigt, dass es für eine bestimmte gegebene Stelle dflä 
Rohres im Allgemeinen immer zwei verschiedene GesehwindigkeitS* 
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giQisen gieht, für welche der Normaldruck gleich Null wird. 
Ma — wie hier yorausgesetit werden soll ■ — die Grössen p, ra, r, £ 
simmtllch positiv sind, so tritt der Fall, ia welchem JV negativ 
lird, dann eio, wenn die Grösse von v zwischen den obigen 
Wea Werthen liegt. Es wird dagegen jV positiv, sobald r ent- 
weder grösser als der obere {dem Pluszeichen entsprechende) oder 
k1«ner als der untere (dem Minuszeichen entsprechende) von jenen 
b^en Grenzwertheo ist. 

Die TaDgentialbeschleuniguDg der relativen Bewegung ist nach 
J^. 121 zu bestimmen aus der Gleichung: 

4) _ = ,„.eoäe. 

Wenn man diese Gleichung auf beiden Seiten mit 2ds mul- 
tipliwrt und dann integrirt — indem man zugleich berücksichtigt, 

" und ds cos s ^= (Ir ist — so gelangt man zu den 



. U 



;nden Gleichungen 

. da 



,lr = a*. 2r<h coas, / 2v(Jr = a'' 2rfh; 



5) r»-rS = üJ^(r^ -,■=). 

Die letztere Gleichung zeigt, dass auch bei krummliniger Form 
äffl Rohres die Zunahme des Quadrates der relativen Geschwindig- 
keit der Eugel bei der Bewegung von einer Stelle des Rohres zur 
SDderen stets gleich ist der Differenz der Quadrate der Peripherie- 
gesch windigkeiten dieser beiden Stellen. Die wirkliche (absolute) 
GesdiwiBdigkeit w ist die Resultirende aus der relativen Geschwin- 
lügfcoit r und der Geschwindigkeit reo, mit welcher die Stelle M 
des Rohres sich bewegt. Es ist also (nach Fig. 131): 
Kl' =^ (/■ cos s)^ + ((' sin £ — ray, oder: 

6) {(iä __ ,,B _|_ ^3(^2. — ■ 2r r 0) sin E. 

Denkt man sich die Krümmung des Rohres so beschaffen, dass 
ffir alle Stellen desselben die Bedingungsgleichung 2) erfüllt ist — 
daas also die wahre auf die Kugel wirkende Kraft beständig gleich 
Null ist — so erhält man als Achsenlinie des Rohres diejenige 
relative Bahnlinie, welche die Kugel beschreiben würde, wenn das 
Bohr gar nicht vorhanden wäre, und die Kugel demnach aus- 
Hcliliesslicfa unter Einwirkung der beiden scheinbaren Kräfte ihre 
Hlative Bewegung ausführte. Die wahre Bewegung wird in diesem 
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Falle eine geradlinige gleichförmige, also die Grösse w eine constsDte 
Grösse sein müssen. 

Wenn zugleich der Anfangspunkt der relativen Bahnlinie mit 
dem Drehpunkte zusammenfällt, wie hier vorausgesetzt werden 
soll, 80 wird nacii Gleichung 5): 

7} r' = rj + r*n», 
und die wahre Geschwindigkeit w wird mit der Anfangsgeschwindig- 
keit Cp der relativen Bewegung übereinstimmen. Nach SubstitatJoD 
dieser beiden Werthe nimmt Gleichung 6) die Form an: 

8) r sin s ^ r a, 
und wenn man den aus dieser Gleichung für sin e sich ergebenden 
Werth in Gleichung 2) substituirt, so liefert dieselbe für den Krflm- 
mungshalbmesser p den Ausdruck: 

0'S + r»»')l 



Nach Fig. 122 und Gleichung 8) 
Fig, 122. 



10) " sin E 




wird iD diesem Falle zugleich: 
de 

, dd 
also : ^- =5 tu, 
ät 
und da hiernach die wahre 6a- 
schwindigkeit w = ro mit der 
Richtung des Radiusvector OM 
zusammenrälU, so ist: 



11) 



(tt 



Es ergiebt sich also für die relative Bewegung genau dasselbe 
Gesetz, welches bereits früher in § 23 für die relative Bewegung 
eines den Durchmesser eines Kreises gleichförmig durchlaufeDdBn 
Punktes in Bezug auf einen gleichiSrmlg um die Achse des EretseS 
sich drehenden Raum gefunden wurde. 



§ 63. 
BawBgung eines materiellen Punktet längs des MerJdlanes der ErdobtrfH^i- 

Wenn man sich unter der iu Fig. 71 dargestellten Kugel die 
um ihre Achse sich drehende Erdkugel denkt, so würde man, ii" 
die BedinguDgen für die Bewegung eines materiellen Punktes lä»?* 
des Erdmeridiaoes aufzufinden, die den beiden dort i 
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Beschleunigungen j>^ und 2's entaprecbeocien Kräfte in eatgegen- 
gesetztem Sinne genommen zu den wirklieh vorhandenen Kräften 
Mnzuziifügen haben und alsdann die Bewegung des materiellen 
Panktea so zu bestimmen haben, wie wenn die Drehbewegung der 
£rde nicht stattfände. 

Eg soll angenommen werden, daas die Schwertraft und der 
Gegendruck einer mit dem Erdmeridiane zusammenfallenden yor- 
geschriebenen relativen Bahnlinie die einzigen wirklichen Kräfte 
aind, welche auf den materiellen Punkt wirken — wie es z. B. 
annäherungsweise hei der Bewegung einer Kugel der Fall aein 
würde in einem Rohre, dessen Ächsenlinie mit dem Meridiane 
zusammenfallend an der Drehbewegung der Erde theilnimmt. Zu 
diesen beiden wirklich vorhandenen Kräften würde man nach der 
in § 59 entwickelten Regel jene zwei scheinbaren Kräfte noch 
hinzuzufügen hahen, wenn nicht aus hesonderen Gründen im vor- 
liegenden Falle die Zahl dieser hinzuzufügenden Kräfte auf Eine 
zu reduciren wäre. 

Es würde nämlich hier als die erste der beiden scheinbaren 
I Kräfte die der Bewegung des geographischen Ortes längs des 



V 




Parallelkreises entspre- 
chende, in der Richtung 
des Parallelkreishalbmes- 
sers nach aussen hin 
wirkende Centrifugalkraft 



Fig. 123. 



zu bringen sein. Da aber 
in Demjenigen, was man 
im gewöhnliehen Leben 
die Schwerkraft nennt, 
bereits die Umdrehung 
der Erde ihren Einfluss 
geltend gemacht hat, und 
das sogenannte Gewicht 
eines an der Erdober- 
fläche befindlichen Kör- 
pers schon anzusehen ist 
als die Mittelkraft aus 
der von der Erde auf den 
ausgeübten Anziehungskraft und jener Centrifugalkraft, 
[ würde man die erste der beiden scheinbaren Kräfte zweimal 



I 
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in Rechnung bringen, wenn man dieselbo bei der ÄuflösungT« 
vorliegenden Aufgabe noch eiomal hinzufügen wollte. Es ist daher 
in diesem Falle aussebtiessüch die in Fig. 123 ihrer Grösse und 
Richtung nach angegebene zweite acheinbare Krafi; 2wrap3in9 za 
den wirklich vorhandenen Kräften hinzuzufügen. 

Den Normaldruck N kann man sieh — auf ähnliche Weise 
wie achon in Fig. 120 gesehen — wieder in die zwei rechtwinkelig 
zu einander gerichteten Seitenkräfte A'j und N^ zerlegt denken, von 
denen die erste rechtniokeltg zur Erdoberfläche nach aussen hin 
und die zweite tangential zum Parallelkreise nach Osten gerichtet 
ist. Da der materielle Punkt nach den gemachten Voraussetzungea 
unter Einwirkung der vier in der Figur angegebenen Kräfte längs 
der Meridiankreislinie vom Halbmesser r mit der Qescbwindig- 
keit 11 sich bewegen soll, so ergeben sich für jene beiden Qegen- 
drücke die Gleichungen: 

1 ) m<i — jV, =; , oder : N, ■■ 

2) jVj = 2mwy sin <f. 
Dia erste Gleichung zeigt, daas der vertica] aufwärts gerii^MI 
Gegendruck A^ = wird, wenn die Geschwindigkeit n die Grösse; 

3) i; = V"?'- =■l^ö;8."637ÖÖÜü" = 7900"' 
hat. und dass N, negativ werden würde — also der verticale 
Gegendruck der vorgeschriebenen Bahnlinie von oben nach unten 
gerichtet sein miisste — wenn die Geschwindigkeit v noch grösser 
wäre als 7900"' pro See. (vergl. § 4'2, Gleichung 31). Dagegen 
wird bei geringer Grösse dieser Geschwindigkeit der Gegendruck Ni 
nur wenig verschieden sein von dem Gewichte mg. 

Für das Verhältnis dea horizontalen Gegendrucks zum 6fr' 
wichte des materiellen Punktes ergiebt sich aus Gleichung 2) iu 
Werth: 

,, Nr, 21110 sin m 
'»3 9 

Hierin bedeutet 9 den Winkel, welchen die Tangente des Meridian- 
kreises mit der Erdachse einsehliesst. Dieser Winkel ist gleich 
dem Winkel, welchen der Erdbalbmeaser des Ortes mit der Ebene 
des Äequators bildet, also gleich der geographischen Breite des 
Ortes. Da ferner die ümdrehimgszeit der Erde 86164,1 Secnnden 
beträgt, so hat ihre Winkelgeschwindigkeit die Grösse: 



£inliii6s der Drehung' der Erde auf Beiregungeu an der EvdoberHäciie. 167 



Eiernacl kaon die VerhäUniaszahl -^-^ berechnet werden, sobald 

»'ff 
die relative Geschwindigkeit und die geographische Breite ge- 
geben sind. 

Wenn z. B. '}i^50<'46'34" gesetzt wird (als geograpbische Breite der 
^iidt Äieheti), bo iat sin 7 ^ 0,774681, und wenn ferner c = 15™ geaetit wird 
iils <^e!cliwtndigkeit einee Eisenbahnzages), so wird: 
JV, _ ^. 15 . 0.00007292 . O.T746( 



9,8 



= 0.00017275. 



Ea würde also bei einem in der lüchtnng von Norden nach Süden mit einer 
' leachwindigkeit von 15'" pro See. fahrenden Eiaenbahninge, dessen Gewicht 
100000 Kil. beträgt, die westliche Schiene einen in der Richtung nach Oaten 
"irlienden Gegendruck von l7Kii-,275 zu leisten haben, d. h. es würde der 
Eiseabfthnzug seibat gegen die westlicbe Schiene in der Richtung nach Weateii 
liiü mit einer Kraft von 17™ ,275 drücken. 

Wenn r negativ ist, so wird auch N, negativ. Es würde also bei einem 
in der Richtung von Küden nach Norden fahrenden Eisenbahniuge jener Druck 
im EotgegengeBetzten Sinue wirken, d. h. es würde die Östliche Schiene sein, 
"flehe den Druck anfnitnmt. In beiden Fällen iat also für den Vorwärts 
Fslirenden der Druck des Eiaenbahnwagena gegen die Schienen von links nach 
lecliti gerichtet. 

Auf der südlichen Erdhälfte ist überKll sin 9 negativ. Folglich würde hei 
einem anf der südlichen Hemisphäre entweder in der Richtung von Süden nach 
N'orden oder auch in der Richtnng von Norden nach Süden fahrenden Eiaen- 
liahniuge der Druck der Wagenräder gegen die Schienen stets in der Richtnng 
'OD rechts nach links wirken. 

Für = 600™ würde unter gleichen Uraatänden der Werth: —^ = 0,00691 

mg 
lieb ergeben. Ea würde also eine mit dieacr Geschwindigkeit in der Richtung 
von Norden nach Süden abgefeuerte Kanone 11 In gel von 100 Kil. Gewicht in 
dem Momente, wo dieselbe die Mündung verläast, einen nach Westen gerich- 
teten Horizontal druck von 0,691 Kil. gegen den Kanoueiilauf aoaüben. 

Denkt man sich die Geschwindigiieit v so lilein, dass der 
Gegendruck jVj gleich dem Gewichte »11/ gesetzt werden darf, so 
erkennt man, dass der in Gleichung 4) gefundene Werth in diesem 
Falle zugleich als Verhältniss der beiden Gegendrücke jVj und N^ 
die Tangente des Winkels e darstellt um welchen deren Mittel- 
kraft von der Verticalen abweicht. Sollte diese Mittelkraft durch . 
den normalen Gegendruck einer ebenen üoterstfltzungsfl5,che dar- 
gestellt werden, so müsste diese Ebene um den Winkel £ gegen 
die Horizontale geneigt sein, und zwar — wenn v und 9 beide 
positiv sind — nach Westen hin ansteigend. 

Für einen gleichförmig mit 15'" Fahrgeschwindigkeit nach Süden eich 
bewegenden Eisenhahn wagen würde bei der geographiachen Breite 9=^50° 46'34", 
wie oben gefunden, der Werth tgs = 0,000 17275 sich ergeben, welchem die 
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WinkelgröBHe c = 0''0'35",62 entspricht. Um diesen Winkel müsste i 
Inneren des Eisenbahnwagens betindlicbe ebene Platte g'eg-en die Horizontale 
geneigt sein, nach Westen hin austeigcnd, wenn fQr eine aaf derselben liegende 
Kugel die Bedingungen des relativen Gleicbgewichls erfüllt eein sollen. Ein 
in dem Wagen hängendes Pendel würde in seiner relativen Gl eich ge wich tilage 
um den gleichen Winkel nach Weateti hin von der Lothlinie abweichen. 

Pur eine Geschwindigkeit von 3 Metern pro Becuiide würden unter gleichen 
Umständen die Werthe tgi = 0,00003J65 und E = U<'0'7",ia sich ergeben. 
Dm diesen Winkel würäe bei einem mit 3™ (ieseh windigkeit von Norden nach 
Süden fliessentlen Strome die WaaserÜäche gej^en die Hurixontalebene geneigt 
sein, und zwar nach Westen hin ansteigend. 



§ 64. 
Ablenkung eines längs des Meridians sich bewegenden materiellen Punktes. 

Denkt man sich bei dem in Fig. 123 dargestellten Falle der 
Bewegung eines materiellen Punktes längs des Erdmeiidianes den 
horizontalen Gegendruck JV^ plötzlich aufhörend zu wirken, so er- 
kennt man, dass in diesem Falle durch die nun nicht mehr auf- 
gehobene' zweite scheinbare Kraft 2»ni'(o sin tp eine seitliche Ab- 
lenkung von der Meridianlinie hervorgebracht werden muss. Es 
würde dem materielleo Punkte durch jene Kraft eine nach Weste». 
gerichtete Beschleunigung ertheilt werden von der Grösse; 
p ^ ■2i'ia sin 9. 

Da die Winkelgeschwindigkeit oj sehr klein ist, so wird ancb. 
die Beschleunigung p als eine im Verbältniss zur relativen Ge- 
schwindigkeit V sehr kleine Grösse zu betrachten sein. Es wirtl 
daher bei nicht sehr langer Dauer der Bewegung angenommen 
worden dürfen, dass die in Folge jener seitlichen Beschleunigung" 
eintretende Richtungaänderung der relativen Bewegung immer 
klein gentig bleibt, um die Annahme zu rechtfertigen, dass die 
zweite scheinbare Kraft, welche stets rechtwinkelig zur relativen 
Bahnlinie gerichtet bleibt, beständig die ursprüngliche Richtung 
nach Westen hin beibehält, ebenso auch, dass die Grösse der 
relativen Geschwindigkeit nicht merklich durch dieselbe geändert 
wird. Diese seitliche Ablenkung darf daher als eine in constanter 
Richtung mit constanter Beschleunigung ausgeführte Bewegung 
betrachtet werden, welche mit der gleichförmigen Bewegung längs 
des Meridianes zn einer resultirenden Bewegung sich zusammen- 
setzt. Die während der Zeit ( in der Richtung nach Westen hin 
hervorgebrachte Ablenkung ist daher wie eine in gleichförmig 
zurückgelegte Wegeslänge zu berechoen 



aus der Gleichung; 



-t^^ 
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Wenn man z.B. an einem Orte, dessen geogrnphiBche Breite y^SO^WSi" 
ist, eiueD Körper auf vollkommeD glatter horizontaler Ebene eine nach ^Qden 
gerithtete Änfaagsgeschwindigkeit von der Crröaie i' ::= 15"' ettlieilte. so würde 
dieser Körper durch die Ä ch seil dreh nng der Erde eine nach Westen gerichtete 
BcscliIeanigTing erhalten von der (irösse; 

i. = 2 . 15 . 0,000072 92 . 0,774 881 = On',0016947, 
nuJ die westliche ÄbleiikoDg Tora Meridiane 'würde in 4 Scciinden die Grösse 
erreicheü r 

s = -' - " = 0'«,013 5B76. 

Fdt eine mit der horizontalen Anfangs geschwind! gheit c ^ SOO*" in der 
Ricltmig nach Süden bin abgefcueite Kanonenkugel wfiiden anter gleichen 
Umitänden die Werthe aich ergeben: 

71 = 0» ,067 788 und « = 0".Ö4Z3, 

ivenn die Bewegung im Inftieren Eauine erfolgte. 

Bei gegebeoer Dauer der Bewegung ist die Ablenkung — ^wie 
difl obigen Beispiele zeigen — der Geschwindigkeit proportional. 
Wenn dagegen die ganze in der Richtung des Meridiaües zurucfc- 
gfllegte Wegeslänge L als die gegebene Grösse zu betrachten 
wäre, welche unter den oben gemachten Voraussetzungen gleich vt 
gesfltzt werden kann, so würde die Ablenkung aus der Gleichung: 



(* 
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sein, welche zeigt, dass die Ablenkung in diesem 
Me als eine der Geschwindigkeit umgekehrt proportionale Grösse 
sieh darstellt. So z. B. würde auf einer Kegelbahn der Binfluss 
der Erdumdrehung um so mehr sich geltend machen, je kleiner die 
Wurfgeschwindigkeit der Kugel ist, und die Ablenkung einer mit 
iit Geschwindigkeit /'^15"' sich bewegenden Kegelkugel wird 
^f mal so gross sein als die Ablenkung einer mit der Geschwindig- 
keit /■ = 600°' sich bewegenden Kanonenkugel bei gleicher Länge 
isT durchlaufenen Strecke. 



MlBnkung eines langenlial zum Parailelkreise »Ich bewegenden riBleriellen 
Punktes. 

Wenn die relative Bewegung des noateriellen Punktes in der 
TaDgentenrichtnng des Parallelkreises von Westen nach Osten statt- 
findet, so ftlllt die zweite scheinbare Kraft mit dem Halbmesser des 
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und tnaii kano sich dieselbe : 



cf3 



Parallelkreises zusammen und wirkt in der Richtung nach aussen. 
Da das relative Bahnelement rechtwinkelig zur augenblicklichen 
Drehachse gerichtet ist, so hat diese Kraft die Grösse: 

1) K^2n,rm, 
in Fig. 124 angedeutete Weise 

zerlegt denken in 
zwei rechtwinkelig 
zu einander ge- 
richtete Seiten- 
kräfte, von denen 
die eine in der 
Richtung des Erd- 
halbmessers nach 
oben, uud die an- 
dere in der Tan- 
gentenrichtangdes 
Meridiaukreisea 
nach Süden wirkt. 
Die erstere ver- 
mindert den DrQck: 

des materlellea 
Punktes auf seue 
Unterlage. Diean- 
dere Seiteokraft: 

2) //= 2*Bfwsin 9 

erzeugt einen nach Süden gerichteten Seitendruck, oder — wenn 
der materielle Punkt auf fester Horizontal- Ebene frei sieh bewegt 
— eine nach Süden gerichtete Ablenkung von derselben Grösse 
wie bei der Bewegung lünga des Meridianes. Die am Schlüsse dw 
vorigen Paragraphen in Bezug auf die horizontale Ablenkung ge* 
fundenen Resultate können daher auch für den vorliegenden FsU 
als gültig betrachtet werden, insofern die ablenkende Kraft io beiden 
Fällen von liuks nach rechts gerichtet ist, und in beiden Fäll«" 
dieselbe Grösse hat. 

Mit Zuziehung der im vorigen Paragraphen in Bezug auf dift 
Bewegung längs des Meridianes gefundenen Gleichungen kann dibd 
nunmehr auch die Ablenkung eines in beliebiger Richtung a"' 
fester horizontaler Unterlage sich bewegenden materiellen Pnoktefl 
berechnen, indem man sich die Geschwindigkeit '' nach den obigen 
beiden Hauptrichtungen zerlegt denkt (Fig. 125), und für jede Seiten- 
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tHweguüg eiDzeln geDommen die AblenkuDg berechnet. Der nach 
Süden gerichteten Sei teDgesch windigkeit iv = <*cos5 entspricht die 
ablenkende Kraft 

3) ^i = 2 iB (' cos 8 , w sin 9 
n der Richtung nach Westen. Der nach Osten gerichteten Seiten- 
entspricht eine ablenkende Kraft, 
deren horizontale Componente 



geschwindigkeit <', ^^ >■ sin S 
Fig. 120. 







X 





4) /7. = 2/nr^8.«3Sin9 
nach Süden gerichtet ist{Fig.l26). 
Die Mittelkraft dieser beiden 
Kräfte hat die Grösse: 

5) H= vw+in 

= 2»«/'oj sin cp 
und ist stets rechtwinkelig zur 
Geschwindigkeit r gerichtet, da 
die Seiten des Kräfteparallelo- 
gramms in Fig. 126 sich ver- 
halten wie die correspondirenden 
Seiti'n des in Fig. 125 dargestellten Parallelogramms der Ge- 
schwindigkeiten, 

Die Grösse der in einer bestimmten Zeit hervorgebrachten 
Ablenkung eines auf fester Horizontal - Ebene sich bewegenden 
materiellen Punktes ist also volikommen unabhängig von der Be- 
wegungsrichtung, und die am 
Schlüsse des vorigen Paragraphen 
berechneten Werthe gelten nicht nur 
für die Bewegung von Norden nach 
Süden und von Westen nach Osten 
sondern auch für jede beliebige 
andere horizontale Bewegungsrich- 
tung. Eine in horizontaler Rich- 
tungabgefeuerte Kanonenkugel, wel- 
che die Mündung des Laufes mit 
einerGeschwiudigkeit von 600 Metern pro Secundeverlässt, erleidetunter 
den im vorigen Paragraphen vorausgesetzten umständen in den ersten 
vier Secunden stets eine horizontale Ablenkung von 0,5423 Metern — 
wie auch immer die Achse des Laufes orientirt sein möge. 

Da die horizontale ablenkende Kraft stets rechtwinkelig zur 
Bewegung gerichtet ist, so kann die Grösse der Geschwindigkeit 
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durch 8ie nie verändert werden. Da ferner bei verhaltniflsmaBBig gö- ■ 
ringer Äuadebnung des Bewegungsgebietes auch die graphische Breite 9 
als eice während der Bewegung unverändert bleibende Grösse be- 
handelt werden darf, so kann die Grösse der ablenkenden Kraft selbst, 
und in Folge dessen auch die Krümmung der Bahnlinie, als con- 
stant angesehen werden. Die Bewegung wird daher unter den obigen 
Voraussetzungen eine gleichförmige Kreisbewegung sein (Fig. 127). 
Den Halbmesser 91 dieser Kreisbahn kann man berechnen (indem 
man die ablenkende Kraft gleich der 
Centripetal kraft setzt) aus der Glei- 
chung : 



Fig, 127- 




6) Swicti) sin 9 = 



) K- 



oder: 



sin 9 

Piir die Umlaufszeit T erhält man mit 
Benutzung des hier für SR gefundeflen 
Werthes die G!e 



Bin<p 

In unmittelbarer Nähe des Poles wQrde also ohne Vorhandea- 
sein der Reibung und des Luftwiderstandes eine auf horizontaler Eis- 
fläche in beliebiger horizontaler Richtung fort geworfene Kugel 
12 Stunden später vod der entgegengesetzten Seite her zurückkommen, 
wobei die Kugel eine kreisförmige Bahnlinie vom Halbmesser 9t = 
6857 . )■ durchlaufen würde. Die 
Gültigkeit dieser Behauptung ist 
an die Bedingung geknüpft, doas 
die Anfangsgeschwindigkeit " 
klein genug war, um dieÄnnahiUB 
zu rechtfertigen, daaa die geo- 
graphische Breite währendder Be- 
wegung stets wenig von 90" ve^ 
schieden blieb. Für die geogrf 
phische Breite der Stadt Aachen 
{(p^öCiß' 34") würde in gleicherweise die Werthe: T=16,458tim- 
den und SR = 8851 .r sich ergehen. 

Wenn man annimmt, dass der materielle Punkt unter EirnriP 
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huDg: einer dem Abstände vom Änziehungscentrum A proportionalea 
AnziehUDgstraft io der festen Horizontal-EbeDe sich bewegt (Fig. 128), 
so erhält man mit BerücksichtiguDg des EiaHusses der ablenkenden 
Kraft oaeh § 39 die folgenden Bewegungsgleichongen: 



1 



^indeB 



'■ + 2r, 



11) 



- ~ ^l'/ - 



a ain 9. 



Indem man die erste mit //, die zweite mit .1: multiplicirt und nach- 
her die erste von der zweiten suhtrahirt, gelangt man zu der fol- 
genden Gleichung: 

% 12) ..^-j-^ = -2»Bm»(.r,.. + j,rv). 

Pßer Ausdruck auf der linken Seite ist, wie in § 54 gezeigt wurde, 
der Differenzialquotient der Qrösse: 



13) 



,1t 



^ ,u *" ,;/ 



./( 



ilt 



oder des statischeQ MomeQtea der Geachwindigkeit v in Bezug auf 
den Punkt A. Da ferner nach Pig. 128; 

L ■ , , ■ j ''■'■ , f'j !''■ 

■ "'' + !'' = '•'• »''"^ ■'■7ii+»^ = '-rfi 



a setzen iat, so erhält man nach Substitution der Werthe * 
'hl 



dt 



">äp.= ^ 



" dt 



Gleichung : 
14) „G=S)^ 



^Moh Integration derselben gelangt man alsdann zu der folgenden 
Gleichung: 



15) 






usm 9 . r* 



- Conat. 



ROonatante ist nach dem gegebenen Anfangswertfae der Grösse 
T- ZU berechnen. Wenn der antUngliche Bewegungszustand so 

beschaffen war, dass das statische Moment der Anfangsgeschwindig- 
keit in Bezug auf den Punkt A gleich Null war, so ist die Con- 
a berechnen aus der Gleichung: 



16) = 



n 9 . rj -f- Const., 
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in wt>U-her r^ den anfäDglichen Radiusvector bedeutet. Wenn also 
r(| =^0 war, d, b. wenn der Anfangspunkt der Bewegung mit dem 
ADiiebungacentriim selbst zusammenfiel, so ist die ConstaDte eben- 
falls gloich Null, und die BewegUBgsgleicbung nimmt in diesem 
Falle die folgeode Form an: 

17) -j-^ — iB3m 9. 

Die Bewegung kann daher in diesem Falle aufge&ast werden ala 
güFadlinig schwingende Bewegung eines materiellen Punktes, dessen 
Schwingungsbahn mit der constanten Winkelgeschwindigkeit ra sin 9 
in der Richtung von Osten nach Süden um den Punkt Ä sich dreht 



i 6G. 



Fig. 129. 



Wenn die relative Bewegung in der Richtung von oben nach 
unten stattfindet, so hat nach Fig. 139 der Winkel, welchen diä 
relative Bahnlinie mit der Erdachse einschliesat, die Grösse 90" — 9. 
Für diesen Fall ist also in der Gleichung 2) des § 61 die Grösse 
sin 9 zu vertauschen mit der Grösse: 
sin (90" — 9) ^ cos 9, und man er- 
hält für die zweite scheinbare Kraft 
die Gleichung: 

K= 2miat<costf. 
Da diese Kraft stets rechtwinkelig zu 
der durch das relative Babnelement 
und die augenblickliche Drehachse ge- 
legten Ebene gerichtet ist, und zwar 
dem Sinne der Drehbewegung ent- 
gegengesetzt, aowird dieselbe bei eisern 
frei herabfallenden Körper in horizon- 
taler Richtung von Westen nach Osten 
wirken und demselben eine nach Osten 
gerichtete Beschleunigung ertheilen in 
der Grösse: ^H 

2}= - = 2 ß) (■ coa 9. ^H 

Da die Uwchleunigung p im Verhältniss zur Geschwindigkeit v sehr 
kluiu lat, *) darf bei geringer Dauer der Fallbewegung auch hier 
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wiejflr angenommen werden, dass Grösse und Richtung der relativen 
Geschwindigkeit nur in aebr geringem Maasse durch jene Beschleuni- 
gung beeinflusst werden, dass also die nach ( Seeunden erreichte Fall- 
gescbwindigkeit za bestimmen ist, wie wenn die Drehbewegung der 
Erde nicht stattfände, aus der Gleichung; 

V = f,t. 

Wenn mit x die nach i Seeunden in der Richtung nach Osten her- 
vorgebrachte Ablenkung von der Lothünie bezeichnet wird, so ist: 



<tt^ 



äie Beschleunigung des Wachsens dieser Grösse, und man erhält 
nacli Substitution der beiden für r und ji gefundenen Werthe die 
GleieLung ; 



fft^ 



= 2 ayt COS (p 



Mem man diese Gleichung alsdann zweimal integrirt, gelangt man 
!B den folgenden Gleichungen : 

-^ = Jlocos9(^^ 1, 1. >: = g a cos (pt^ dt, r, = ^- g --' 



in welcher letzteren i, die ganze Pallzeit und .i-, die in der ganzen 
fallzeit hervorgebrachte östliche Ablenkung BC bedeutet. Wenn 
mit k die ganze Fallhöhe bezeichnet wird, so ist: 

Und nach Substitution des aus dieser Gleichung für (j zu entneh- 
menden Werthes nimmt die obige Gleichung die Form an: 

L ^,^^£ÖC0S_9l 

au einem Orte von der geügrapliisclien Breite 
Höhe A^iOO™ herabfallender Körjieir dea Boden 



H Ea würde i.h 
f = 50"46'a4" ein 
i"!! Abstände : 

9,81 .0,00007292.0,682852 



2 . 400 \ > 

9sr) =""■"" 

fllcii yon dem Fuüspunlite der Lothlinie des ÄnfangHpnnkteB erreichen. 



VO'- 
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Zweiter Abachnitt. Cap. X. § 9f,< 





Mit Benutzung der in den vorigen drei Paragraphen gefundenen 
Resultate kann man nunmehr auch für einen in beliebiger Richtung 
sich bewegenden materiellen Punkt die ablenkende Kraft berechnen, 
indem man seine GeschwindigUit 
auf die in Fig. 130 und Fig. ISl 
angedeutete Weise nach den dret 
Hauptrichtungea zerlegt, näm- 
lich nach Süden, nach Osten 
und nach unten, worauf dann 
für jede der drei Seitengeschwin- 
digkeiten einzeln genommen die 
ablenkende Kraft nach den ge- 
fundenen Regeln bestimmt wer- 
den kann. 

Nach § 63 entspricht dar 
nach Süden gerichteten Seitan- 
geschwindigkeit r, die ablflii- 
kendfl Kraft; 

Kl =; 2mr,to sin 9 
in der Richtung nach Westen, Nach § 65 entsprechen der nach 
Osten gerichteten Seitengeach windigkeit i\ zwei ablenkende Kräfte, 
nämlich die Eorizontalkraft: ^m 

K^ = 2mv,a} sin 9 ^H 

In der Richtung nach Süden und die verticale Seitenkraft: ^| 

Äg = 'imivoj cos (p 
in der Richtung nach oben. Der vertical abwärts gerichteten 
Seitengeschwindigkeit r, entspricht die ablenkende Eraft: 

K^ ^=- 2mv,fa cos 9 
in der Richtung nach Osten. Hiernach ergeben sich die in Fig. 13^ 
zusammengestellten Kräfte, und für die drei Seitenkräft* der 
ablenkenden Kraft E erhält man nach Fig. 130 und Fig. 132 äi* 
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Für die Bewegung eines materiellen Punktes, welcher durch 
einen Faden von unveränderlicher Länge l mit dem festen Aufhänge- 



Pig. 131. 




2 m V M sin ^ 



pnnkt Ä verbunden ist, erhält man nach Fig. 133, indem man zu 
den beiden wirklich vorhandenen Kräften mg und N noch die den 
Einfluss der Erdrotation repräsentirende Kraft K hinzufügt, die drei 
Gleichungen : 






Nx , E'cosa 
ml m 



dt 
d^z 



Ny , JTcosß 



= 9 



ml m 

Nz jBTcosy 

+ ■ 



dt^ ^ ml ' m 

welche nach Substitution der oben für die drei Componenten der ab- 
lenkenden Kraft gefundenen Werthe die folgenden Formen annehmen : 

d^x Nx , rt . 

— 72 = — — / + 2^yG> sm 9, 



dt' 

dt^ 
d^ 
dt' 



= 9 



ml 

Ny 
ml 

Nz 



ml 



4" 2G}(i;^ cos 9 — V;^ sin 9), 
— 2vy(o cos 9. 



Indem man die erste mit y^ die zweite mit x multiplicirt, und 
herauf die erste von der zweiten subtrahirt, erhält man für die 
Bewegung der Horizontalprojection des materiellen Punktes die 
Gleichung: 

Kitt er, Analytische Mechanik. 3. Aufl. ^2 



178 



Zweiter Abscbiiitt. Cap. X. 



- y ^ry = — 2(0 sin 9 {.n\ + //rj + 2r,.e(o coa 9, 



Fig, 133, 



Damit dag letzte Glied auf der rechten Seite verachwinde, 
mÜBste entweder i\ = oder cos 9 ^ sein. Wenn man alao die 
Annahme macht: entweder, daüS wegen 
unendlich kleiner Grögge des Schiria- 
giingswinkela die verticale Seiteoge- 
schwindrgkeit des materielleu Punktes 
stotsalsvergcliwindend itlein betrachtet 
werden darf, oder dasa der geogra- 
phische Ort, an welchem die Schwin- 
gungen stattßnden, mit einem der bei- 
den Pole zusammenfällt, so ist ea lu- 
lässig, jenes Glied wegzulassen und 
die Bewegung der Horizontalprojection' 
zu bestimmen aus der Gleichung: 




'IIa 



— 2w8in 9 {.'■'■, + ;/'■,). 
welche identisch ist mit der in § 65 
für die Bewegung eines in fester 
Horizontal -Ebene schwingenden Punktes gefundenen Gleichung 12)- 
Wenn also die Anfangslage des Pendels mit der Verticalen des An- 
fangspunktes zusammenfiel, so darf die am Schlüsse jenes Paragraphen 
mit Bezug auf Fig. 128 gefundene Gleichung 17): 



- w sm 9 



auch für den vorliegenden Fall als gültig betrachtet werden. Dies^ 
Gleichung zeigt, dass die Scbwingungsebene des Pendels mit der 
Constanten Winkelgeschwindigkeit a sin 9 in der Richtung von 
Osten nach Süden um die Verticale des Aufhängepunktes sich dreht' 

Für ein am Nordpole schwiiigundea Pendel würde sin 9=1 la aetjen 
aein, uad die Verticalochxe des Aafhängepunktea mit der Erdachse zusaniios''' 
fallen. Ea würde also die ScbwitigUDgsebene dieses Peudels eine Telatite Die''' 
bewegung um die Erdachse ausführen mit einer Winkolgeaehwindiglreit, welchs 1 
ihrer Grösse nach mit der CmdrehungsgeBchwindigkeit der Erde überainitijDDi' 
nnd ihrem Sinne nach derselben entgegengesetzt ist. Abgesehen virn der gleich' 
zeitig stattflndeöden fortschreitenden Bewegung der Erde würde also ^'^ 
Sohwingangsebene des Pendels im ahEolaten Rnhestande sich baflnden. 

An einem Orte, dessen geographische Breite 9 = 50' 46' 84" (wie die i^ 
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Stadt Aachen), würde die Schwill gungaebene de^ Pendels mit der Winkelge- 
ulurindig-keit: 

0,774 681. u = 0,0OÜ 056 49 
in der HiehtDDg Ost-SUd-Weat-Xord am die Verticalauhse dee Aiifhängepunktes 
(ich drehen, also zar vollen ürotlrebung eine Zeit gebrauchen, welche zur Üm- 
tehungBMit der Erde sich verliält wie 1 : 0,774 681. 

Für ein am Äeqiiator schwingendes Pendel würde sin 9^0 lu seilen 
ttii; 68 würde aläii dort gar keine relative Drehbewegung der Schwingungs- 
ttWDe stattfinden. 



Mite Bewegung des schwingenden Punkies in Beiug auf eine rotirende Schetbe. 

In § 39 wurde gezeigt, dass die elliptische BewegUDg, welche 
ein materieller Punkt unter Einwirkung einer dem Abstände von 
«iDem festen Funkte proportionalen Anziehungskraft ausführt, als Pro- 
jection einer gleich- 
^'S- 13* förmigen Kreisbewe- 

gung auf eine gegen 
die Bahn -Ebene 'ge- 
neigte Ebene ange- 
sehen werden kann, 
und dass der Cosinus 
des Neigungswinkels 
gleich dem Yerhält- 
niss der beiden Halb- 
achsen der Ellipse ist. 
Wenn man den End- 
punkt der grossen 
Achse als Anfangs- 
punkt der Bewegung 
betrachtet, so ergeben 
sich für die Coordina- 
ten des dem Zeit- 
' Wrüie ( entsprechenden Punktes der Bahnlinie nach Fig. 134 die 
Ölfllcliungen: 




I Um die relative Bewegung in Bezug auf die mit der constanten 
fnkelgeschwindigkeit ra nach links herum rotirend gedachte Bild- 
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Zweiter Abschnitt. Cap. X. § 68. 



Fig. 135. 



ebene ZU bestimmen, hat man sich (nach §2 3) 
die Bahnebene nach rechts herum mit der 
Winkelgeschwindigkeit o gedreht za denken, 
und erhält nach Fig. 135, indem man sich 
die Linie OMP um den Winkel (ot ge- 
dreht denkt, für die Coordinaten des corre- 
spondirenden Punktes der relativen Bahn- 
linie die Gleichungen: 

^ = o; cos o^ — y sin o^, 
7] = a? sin (0^ + y cos o^, 

welche nach Substitution der obigen Werthe von x und y die 

folgenden Formen annehmen: 




Fig. 136. 




Fiof. 137. 



5 = a cos i^cos (ot 

—. b sin kt sin cjt, 
7) = a cos Jet sin cot 

-j- b sinkt coscj^. 

Für den speciellen Fall, 
in welchem i = o ist, wird 
hiernach: 

^=a(cosG)0* — ^ (sinw^)^ 
7) = (a + 6) sin cj^ cos ot^ 
oder nach Substitution der 

Werthe : 

., l+cos2o^ 
(cos (oty = 5 , 




1 — cos2(ot 

2 ' 
sin2G>^ 



(sin oty = 
sin w^ cos 05 = 

7i=( — ^ — 1 sm 2cjt. 

Die relative Bewegung ist 
also in diesem Falle eine 
gleichförmige Kreisbewe- 
gung. Der Mittelpunkt der 
Kreislinie liegt im Abstände 

— - — vom Anziehungscen- 



relative Bewegung ei 



lateriellen Punktea in Bezug ant ei 



trum, der Halbmesser der Kreislinie hat die Giflsse B = "T , und 

die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher der Halbmesser sich dreht, 
hat die Grösse 2ro (Fig. 136). 

Wenn man ein anderes Mal i- ^ — ro setzt, so erhält man auf 
dieselbe Weise die Gleichungen: 

/a~b\ „ , « + 6 



= (^^)sin2«i. 



Im letzteren Falle wird also die Bahnlinie der relativen Bewegung 
eine Kreislinie vom Halbmesser r ^ - , und ihr Mittelpunkt liegt 

im'Äbstande — -^ - vom Anziehungscentrum (Fig. 137). Der Werth 

b^O entspricht dem Falle der geradlinigen Schwingungen, nnd für 
diesen Fall wird B = r ^a. 



Relative Bewegung c 



§69. 



s materiellen Punlites in Bezug aul t 
materjelten PunItL 



n anderen 



Die Grösse der zweiten scheinbaren Kraft, für welche in § 69 
der Ausdruck 2»ira;'sina gefunden wurde, enthält die Winkel- 
geBchwindigkeit m als Factor und wird gleich Null, sobald ra = 
ist. Wenn also der Raum, in Bezug auf welchen die relative Be- 
wegung eines materiellen Punktes bestimmt werden soll, keine 
Drehbewegung hat, sondern lediglich eine fortachreitende Bewegung 
ausführt, so reducirt sich die Zahl der scheinbaren Kräfte auf eine, 
und zwar diejenige, welche der allen Punkten des fortschreitenden 
Raumes gemeinsamen Beschleunigung entspricht. 

Da bei der Bewegung eines Punktes nicht die Rede sein kann 
Tou einer Drehung desselben, so hat man, um eine relative Bewe- 
gung eines materiellen Punktes m in Bezug auf einen anderen 
mitarielten Punkt M zu bestimmen, dieselbe immer aufzufassen 
^ relative Bewegung in Bezug auf einen fortschreitenden Raum, 
dessen Bewegung mit derjenigen des materiellen Punktes M über- 
flinsiämmt, d. h. man hat sich diesen letzteren als Durchschnitts- 
punkt der drei Achsen eines in fortschreitender Bewegung be- 
gfiffeaen Coordinateasystems zu denken, in Bezug auf welches 



ZvrilcT AUdiai». Ci^ X. * 

DDomehr die relative Bew^nDg des matmellen Paaktes m baJ 
atämint werfen soll (Fig. 138). Wenn also 2. B. die beiden maW 
riellen Paukt« ilureabsoIut«B Bewegangen ansfubren iiBter Einwirkniii 
der Kraft K, mit welcher ihre Massen M und m einander gegen 
Fig. läS. seitig anziehen, so ist als Be 

schleunigang jenes fortschreitenda 
Coordinateusystems diejenige ße 
schlennigxing zu betrachten, welch 
dem materiellen Punkte M durd 
die Kraft K ettheilt wird. Die* 
Beschleunigung erfolgt in der Rieh' 
tung TOD M nach in und bat dii 




Es ist also nach der in § ä9 gefundenen Kegel an dem male 
riellen Punkte m zu der i?irkttch auf deoselbeu wirkenden Kraft J 
noch die jener Beschleunigung entsprechende Kraft: 



• — und zwar iu entgegengesetzter Richtung genommen, also in df 
Richtung von m nach M hin wirkend — hinzuzufügen, und nur 
mehr die Bewegung des Punktes m so zu bestimmen, wie wen 
das Coordinatensystem im Ruhestände sich beilüde. Die relatii 
Bewegung des Punktes vi wird also gerade so erfolgen, wie wen 
derselbe unter Einwirkung einer Kraft von der Grösse; 



3) 7f. = Jr(i + J) 



sich bewegte, welche beständig in der Richtung nach dem fesb 
Punkte M hin wirkt. 

Die Anfangsgeschwindigkeit dieser relativen Bewegung kai 
man nach der in § 22 gefundenen Regel aus den beiden gegeben 
Anfangsgeschwindigkeiten der absoluten Bewegungen bestimmt 
indem man die Resultirende bildet aus der absoluten Anfangs^ 
schwindigkeit des Punktes tn und der hinzugefügten entgegengesB 
genommenen absoluten Änfangsgescliwindigkeit des Punktes M. I 
Ebene, welche durch den Punkt M und die nunmehr als geget 
zu betrachtende relative Anfangsgeschwindigkeit des Punktes 1 
hindurchgelegt wird, ist zugleich die Ebene, in welche die gai 




i .liilire Bewegung eines inattfricllen Pauktes io Bezug aaf ei 
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Bahnlinie der relatiren Bewegung hijielDfällt, da die Kraft A', , in 
der Richtung von m nacb M wirkend, beständig in dieser Ebene 
bleibt. Man kann daher die relative Bewegung des materiellen 
Punktes ni genau auf dieselbe Weise bestimmen, wie in § 39 . . . 
§ 43 die absolute bewegiing eines materiellen Punktes berechnet 
wnfde, der unter Einwirkung einer von einem festen Punkte aus- 
gelienden anziehenden oder abstossenden Kraft K sicli bewegt, in- 
dem man sieb überall bei den dort untersuchten Fällen diese Kraft 



a dem constanten Verhältniss 



+ s)^ 



1 vergrössert denkt. 



. bei dem in § 4 1 buh nudelten Falle, in welchem für 
]en r.rnvitationsgeEetze wirkeade Kraft Ä^dieGtaBse; 



fffuflien wurde, diese Kraft zu ersetzrn habeu durch die 

"«iBa es aich darma handelt, die relative 
in Bezug suf die anziehende Masee H z 
zunpweise die Constante: 

<s> f(< + 5) = i'. 

äflit, ao würden die «ämmtliehen dort gefandene 
ächaag der Cons>tante n rciit der Constante fj 
"enepng gelten, 

nem Wertlie des MaBsetiTerhältnisses 
1 um die relative Bewegung der Erde 
m Bezog auf die Sonne handelt — der Fehler sehr tlein ist, welchen man 
^t^egeht, indem man die relative Bewegung mit rter absoluten Bewegung ver- 
lelt nnd die anziehende Masse M als im absoluten Ruhestände beHndlieh 
Bei der Bestimmung der relativen Bewegung des Mondes in Being 
^ die. Erde würde m^n an die h>tellf der in g 42, Gleichung 30| gefundeneD 

' die Constante [ii=^n|l + ^7") zu setzen haben. Für einen 



Es folgt hieraus, dasa hei 
- wie z. B. in dem Falle, ■ 



='(■ + ») 

I Massen bestehenden Doppelstern würde man 
ven Bewegung öes einen Sternes in Bezug auf 
es § 41 zu ersetzen haben durch die Conatante 
Gleichnng 29), welche in § 42 als Bedingonga- 
gefunden wurde, die F'orm annehmen: 



i iwei Sternen von gleiche; 
f der Bestimmung der relat 
|l anderen die Constante |t i 
Es würde daher dii; 
dmng der kreisförmigen Bahnlini< 

" -Kl' 

es würde bei der relativen Bewegung die der kr ;isförmigi-n Bahn- 
antsprechende Anfangsgeschwindigkeit dieeelb Grosse haben, welche hei 
^absolnten Bewegung um das nnbeneglich vorausgesetzte Änziehongi- 
1 hernm der parabolischen Form der Bahnlinie entsprechen wtlrde. 
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Bei der am Schlüsse des ^ 42 ausgeführten Berechnung dea 
Massenverhältniases zweier Centralkörper wurden die Massen der- 
selben im Verhäitniss zu den Massen ihrer Begleiter so gross vor- 
ausgesetzt, dass die ersteren als ruhend, und die relativen Bewe- 
gungen der letzteren als absolute Bewegungen behandelt werden 
durften. Wäre die obige Voraussetzung nicht erfüllt, so müssten 
statt der Grossen (Aj und [a^ die nach Gleichung 6) zu berechnen- 
t }i,' und [ij' gesetzt werden, und statt des Quotienten 



^ würde in der Gleichung 32) des | 



42 nunmehr zu setzen i 



9) 



=(::)*(i)' 



Für das Verhäitniss der beiden Massensummen erhält man atsdasn 
aus der Gleichung 34) des § 42 den Werth; 

i + ■ 

Wenn hierin wieder die mit dem Index „Eins" bezeichneten Grössen 
auf die Bewegung der Erde um die Sonne, und die mit dem Index 
„zwei" bezeichneten Grössen auf die Bewegung des Sirius-Begleiters 
um den Hauptstern bezogen werden , so kann annäherungsweise 
«a = 20 . ffj und '1\ ^ 50 . T, gesetzt werden; man erhält dann 
für das Verhäitniss der beiden Massensummen den Werth: ^^^H 
Jl/j+m, _50'_ 1 ^H 

M, + )H, ^ 20' " 3,2 ' ^1 

Da die hier mit m^ bezeichnete Erdmasse neben der Sonnenmasse 
j¥, als verschwindend klein vernachlässigt werden kann, so folgt 
hieraus, dass die Massensumme des Sirius und seines Begleiters 
3,2 Sonnenmassen beträgt, wovon etwa zwei Drittel auf den Haupt- 
stem und ein Drittel auf den Begleiter zu rechnen sind. 

§T0. 
Verfolgungskurve. 
Wenn ein Punkt, welcher eine beliebig gegebene Bewegung 
ausfahrt, von einem zweiten Punkte in solcher Weise verfolgt wird, 
dass der letztere sich stets in der Richtung nach dem augenblick- 
lichen Orte des ersteren hin bewegt, so beschreibt der zweite Punkt 
eine Bahnlinie, welche die ,, Verfolgungskurve" genannt werden 
kann. 



Verfolgangscurve. 186 ^^^| 


In Bezug anf die gegebene Bewegung des Verfolgten soll hier ^^H 


TDiansgesetzt werden, dass derselbe gleichförmig längs einer ^^H 


geradlinigen Bahn sich ^^H 


^'S- 13». bewegt, und in Bezug auf ^^M 


Y ,' die Bewegung des Verfol- .^^| 




gers soll vorausgesetzt ^^H 




werden, dass die Geschwin- ^^H 




digkeit desselben ihrer ^^H 


^ Grösse nach ebenfalls ^^H 


\ constant ist. Als Anfangs- ^^| 




\ ' punkt der Zeit ( soll der- ^^H 




V jenige Zeitpunkt gewählt ^^| 




X.^^ werden, in welchem die ^^| 


« 


^>^ gerade Verbindungslinie ^^| 






'^-'^.^^ der beiden Punkte recht- ^H 




y 


" ""~-£^~~-----_ winkeligznrgeradlinigen ^^H 
Bahn des Verfolgten ge- ^H 


1 ° ■*" - -^ ^0=H hätte {Pig. 139). ^| 


1 Wenn mit c die Geschwin- ^^H 


digieit des Verfolgera und mit sc die Gesehwindigkeit des Verfolgten ^^H 


bezeichnet wird, ao hat (nach Fig. 139) die während der Zeit t von ^H 


dem Verfolger durchlaufene Bogenlänge AM die Grösse: ^^M 


^H 


und die von dem Verfolgten während derselben Zeit durchlaufene ^^M 


geradlinige Strecke Oa¥ die Länge: ^H 


2) x + ^ = ect = j--\-ytga. ^M 


Der letzteren Gleichung kann man nach Substitution der Werthe ^^M 


j£a = — J-' und ct = s auch die folgende Form geben: ^^H 


P ■ 


Indem man diese Gleichung differenziirt erhält man für den ^^H 


Differenzialquotienten von s> nach '/ genommen, die Gleichung: ^^M 


^ds_dx ^dh: ^H 


^ihj~~dy " dy^ dy' ^H 




■Hit « bezeichnet, so kann man statt dessen auch setzen: ^^H 


^L ^^^H 


■ H 



Zvieiti-r abschnitt. Cap. X. § 70. 



Die BedeutuDg der Grösse u ergiebt 
Gleichung: 



dx 



und für den Werth des Differenzialquotienten 
der Figur die folgenden Ausdrücke; 

7) '"' = - » =- 

dy C03 a 

Wenn man diesen letzteren Ausdruck in Gleichung 5) einsetzt, 
erhält man die Gleichung:" 

8) _./rM.=_j-, 

und gelangt durch Integration derselben zu den folgenden CM^>| 

chiingeu: 

10) .ig(i-)=ig(<,+ /r+^), 

11) (-?-)' = »+ /T+^', 

Durch nochmalige Integration erhält man alsdann die Gleichun^tm: 

13) ^idx = a~'{fdy--a'iindy, 

lo) X = j--^, + 2(lTÖ"a^ ~ 2 (i - 6) • 
mit welcher letzteren die gesuchte Gleichung der Verfolgungskor^ 
gefunden ist. 

Zur Berechnung der Verfolgungsdauer können die Gleichnngen 
■J) und 6) benutzt werden, aus denen man für t zunächst den Aus* 
druck erhält: 

16) , = '~-^, 




■welciein man nach Substitution der oben für M^nnd x gefundenen 
Werthe alsdann die folgende Form geben kann: 

Für den Abstand des Verfolgers von dem Verfolgten erhält 
man nach Fig. 139 die Gleichußg: 

18) L=/yä-^^._,, lAi _!_„■», 
welche nach Substitution des aus den Gleichungen 11) und 12) für 
die Grösse V^l -f u^ zu entnehmenden Werthes die folgende Form 



19) L = 



«'y" 



^en 



Der Augenblick, in welchem der Verfolger den Verfolgten er- 
reicht, fällt zusararcen mit dem Zeitpunkte, in welchem // =^ wird. 
Die letztere Gleichung zeigt jedoch, dass für y^O nur dann zu- 
gleich L = wird, wenn e kleiner ist als Eins. In diesem Falle 
findet das Erreichen wirklich statt, imd entsprechen dem Augen- 
blicke des Erreichens die Werthe; x ^^ ^ und t= —f,^^'^' 

l^enn dagegen e grösser ist als Eins, so wird r = rt und t ^ :» 
für 1/ = 0. Die krummlinige Bahn des Verfolgers nähert sieb in 
dieaem Falle asymptotisch der geradlinigen Bahn des Verfolgten, 
Und der Abstand L, welcher anfangs bis zu einem gewissen Mini- 
mum abnimmt, wird für ( = -vi ebenfalls unendlich gross. Indem 
man die Gleichung 19) differenziirt und den Differenzialiiuotientea 
T-=0 setzt, findet man, dass jenes Minimum dem Werthe: 



1,5 dem Werthe j^ = 0,5848, för 



wlaprieht, also z. B. för 

welchen der Qaotient — = 0,7846 wird. 

Aue den Gleichungen 15) und 19} erhält man für e - 
Slgenden zusammengehörigen Zahlenwerthe: 

1 0,75 0,6818 0,5 0,26 0,125 



- = 0,05213 0,1 



0,2496 0,8 



= 1 0,821 0,7846 0,793 1,016 1,417 
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fiii specjellen Fall, in welchem e^l ist, Dehmen 
) 12), 19), 13) tmd 16) resp. die folgenden Fornw 



21) 11 = 



23) -2 jdx = 



24) T = 



25) ( = 3 



iac '2c 







Wenn also die Geschwindigkeit des Verfolgers dieselbe Grösse liat 
wie die des Verfolgten, so entsprechen dem Werthe ;/=^0 die 

Werthe: « = — -v, L^-^, x =^ ^ und i = TC, d. h. der Ab- 
stand des Verfolgers vom Verfolgten nähert sich dem Grenzwerthe 
i = — , ohne denselben je zu erreichen. 



Relative Bewegung des Verfolgers in Bezug auf den Verlolglen. 



Wenn der Verfolger und der Verfolgte ausser den im vorigen 
Paragraphen angenommenen Bewegungen gemeinschaftlich noch eine 
dritte Bewegung ausführten, welche die der Bewegung des Ver- 
folgten entgegengesetzte Bewegung bildet, so würde der letztere im 
absoluten Ruhezustände sich befinden, und für den Verfolger würde 
eine resultirende Bewegung sich ergehen, welche in Bezug auf den 
im vorigen Paragraphen angenommenen Fall die relative Bewe- 
gung des Verfolgers in Bezug auf den Verfolgten darstellt. 

Da die neu hinzukommende Bewegung parallel zu der Abscissen- 
Achse OX gerichtet ist, so wird die Grösse, welche die Ordinate 
des Verfolgers nach Ablauf der Zeit ( erreicht, durch diese hinzu- 
kommende Bewegung nicht geändert. Die Gleichung 17) des vorigen 
Paragraphen behält daher ihre Gültigkeit; ebenso auch (' 



die QJi^ 
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chuDg 19), weil die Länge der Verbindungslinie der beiden Punkte 
durch die hinzukommende gemeinschaftliche Betregung derselben 
keine Äenderung erleiden kano. Durch die obigen beiden Qleichungen 
ist daher sowohl das Gesetz der relativen Bewegung als die Form 
der relativen Bahnlinie gegeben, insofern für jeden willkürlich ge- 
wihlten Werth der Ordinate y aus Gleichung 17) der zugehörige 
Wertb von ( und aus Gleichung 19) der zugehörige Werth von L, 
odei die Entfernung des den Werthen vod y und t entsprechenden 
Ortes der relativen Bahnlinie von dem festen Punkte berechnet 
werden kann. 

Die zugehörige Abscisse erhält man nach den im vorigen 
Paragraphen für x gefundenen Gleichungen, indem man zu der 
Grösse x die Grösse: — tct, als die der neu hinzugekommenen Be- 
legung entsprechende Wegeslänge, hinzufügt. Aus den Glei- 
cliDDgen 1) und 6) ergiebt sich hiernach für diese Abscisse der 
Werth: 

26) X — eci = — ^ = — ytga^= + yu, 
und mit Benutzung des in Gleichung 12) des vorigen Paragraphen 
für a gefundenen Ausdruckes erhält man für die relative Bahnlinie 
i2f(Fig. 140) die Gleichung: 

2o' 



\ 



27) k = 



Mit der hier untersuchten relativen Bewegung des Verfolgers 
in Bezug ani den Verfolgten würde die absolute Bewegung eines 
Punktes übereinstimmen, wel- 
Fig. UO. ^ ß]jei. gleichzeitig die folgen- 

den zwei Bewegungen aas- 
führt: eine Bewegung mit'der 
Geschwindigkeit c in der Rich- 
tung nach dem festen Punkte 
hin, und eine Bewegung 
mit der Geschwindigkeit sc 
in der Richtung rechtwinkelig 
zu der Verbindungslinie seines 
Anfangsortes A mit dem festen 
Punkte 0. Eine solche Be- 
' wegung würde z. B. ein in 

finsterer Nacht auf dem Meere treibender Schiffer oder Schwimmer 
ausführen, welcher beständig in der Richtung nach dem Leucht- 
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thurm hin rudert oder schwimmt, uod gleichzeitig in der 
tung rechtwiakelig zu A mit der Geschwiodigkeit sc von der Meeres- 
strömung fortgetrieben wird. 

Deckt man sich die Äbscissen-Ächse OX zugleich als Ufer- 
linie, so ergiebt sieh aus den am Schlüsse des vorigen Paragraphen 
gezogenen Schlussfolgerungen, dass der Schiffer oder Schwimmer 
das Ufer niemals erreichen wird, wenn e grösser als 1 ist, d. h. 
wenn die Geschwindigkeit der Strömung grösser ist als die des 
fiuderns oder Schwimmeos; denn in diesem Falle eotsprecheti dem 
Werthe !/—0 die Werthe t = ^ und i—^. Der Schwimmer 
würde daher ertrinken, obgleich zur Zeit des beginnenden Nach- 
lassena seiner Kräfte das ihm unsichtbare rettende Ufer vielleicht 
schon in unmittelbarer Nilhe sich befindet und in kürzester Zeit 
von ihm erreicht werden könnte, wenn er bei plötzlicher ErhelluDg 
der Gegend die üferlinie gewahrte und in richtiger Auffassung seiner 
Situation statt des früheren Kurses den rechtwinkelig gegen die 
üferlinie gerichteten Kurs wählte. 

Aus den Gleichungen 27) und 19) erhält man z. B. für 
{lie folgenden zusammengehörigen Zahlenwerthe: 



^ = 1 



1 



4 



= 0,334 0,623 0,619 0,984 1,4U 



= 1 0,821 0,7846 0,795 /1,016 1,417 



I 



Wenn man die Gleichung 27) zweimal differenzürt und dsn 
zweiten Differenzialquotienten -^-^ ^^ setzt, so erhält man fOt den 

Quotienten ■ ■ wiederum den in Gleichung 20) gefundenen Wettb. 

Hieraus folgt, dass die den Coordinaten y = 0,6848 a und |,— 0,523a 
entsprechende Stelle, an welcher der Abstand L seinen kleinsten 
Werth L = 0,7846 a erreicht, zugleich einen Wendepunkt der 
Curve bildet. 

Wenn s =^ 1 gesetzt wird — entsprechend dem Falle, i" 
welchem die Geschwindigkeit der Strömung dieselbe Grösse hatwi* 
die des RuJerns oder Schwimmens — so nimmt die Gleichung 2j 
ide Form an: 
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In diesem Falle ist also die Bahnlinie eine Parabel^ deren Achse 
mit der üferlinie OX^ und deren Brennpunkt mit dem Punkte 

zusammenfällt. Der Scheitelpunkt liegt im Abstände -^ links von 

dem Punkte und wird (nach Gleichung 26) in der Zeit t = oc, 
also niemals, erreicht. 



DRITTES ABSCHNITT. 

Mechanik des Systems von materiellenPankten. 

Cäpitel XL 
Gleichgewicht eines Systems Ton materiellen Funkten. 

§ 72. 
Princip der virtuellan Geschwindigkeiten. 

Ein System von materiellen Funkten befindet sich im Gleich- 
gewiehtszuatande, wenn jeder einzelne materielle Punkt desselben 
im Gletcbgewichtszastande sich befindet, d. h. wenn an jedem ein- 
zelnen materiellen Punkte die Mittelkraft eämmtlicber auf denselben 
wirkenden Kräfte gleich Null ist. Mit Zuziehung des in § 47 er- 
klärten Begriffs der mechanischen Arbeit kann mau aus der obigen 
Definition den folgenden Satz ableiten: 

Wenn man sieh das im Gleichgewichte befindliche System bei 
seiner gegebenen augenblicklichen Lage in irgend einem Bewegungs- 
zustande begriffen denkt, und alsdann die mechanische Arbeit be- 
rechnet, welche jede einzelne Kraft während des nächstfolgenden 
unendlich kleinen Theiles dieser fingirten Bewegung verrichten 
würde, so rauss für die algebraische Summe der von sämmtlichen 
Kräften verrichteten mechanischen Arbeiten stets die Grösse Null 
sich ergeben — wie auch immer jener fingirte Bewegungsznstand 
gewählt sein mochte. 

Die Eichtigkeit dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar aus dem 
Umstände, dass die oben definirte Arbeitasumme für jeden ein- 
zelnen materiellen Punkt den Werth Null hat. Denn für jeden 
einzelnen materiellen Punkt hat von den beiden Factoren des 
Productes „ Kraft mal Weg " der eine Factor — nämlich die 
Mittelkraft der auf den materiellen Punkt wirkenden Kräfte — 
die Grösse Null; und da nach dem in § 47 bewiesenen Satze die 
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mechanische Arbeit der Mittelkraft stets gleich der Summe der 
meclunischeo Arbeiteu ihrer Seitenkräfte ist, so rausa auch die 
Söinme der von sämmtlichen Kräften verrichteten mechanisühen 
Arbeiten gleich Null sein für jeden eißzelneo materielleu Punkt, 
l'.'ighch auch für das ganze System. Der obige Satz wird das 
.,Princip der virtuellen Geschwindigkeiten" genannt, insofern die 
I jeuem tingirten Bewegungszustande entsprechenden Geschwindigkeiten 
. der eiazelDen materiellen Punkte nicht als wirkliche, sondern nur 
als gedachte, , d. h. als ,, virtuelle" Geschwindigkeiten aufzufassen 
sind. Wenn man dieses Princip durch eine allgemeine Gleichung 
ausdrucken wollte, ao würde man derselben die Form: 

l) ■i[ = 
geben können, indem man sich unter der Grösse 'S! die aigebrai- 
-•ülie Summe der von sämmtlichen vorhandenen Kräften bei jener 
angenommenen unendlich kleinen Verschiebung verrichteten mecha- 
iiisciien Arbeiten vorstellt. Es würde jedoch die zu grosse Allge- 
meinheit und Unbestimmtheit der Form, in welcher das Princip 
durch obige Gleichung ausgedrückt wird, dieselbe nur in iinge- 
nägendem Grade brauchbar erscheinen lassen für die unmittelbare 
Verwerthung des Prineips zur Lösung mechanischer Aufgaben. 
Die eigentliche Wirksamkeit des Prineips beruht vielmehr auf 
der specielleren Form, welche man aus der obigen allgemeinen 
Form ableiten kann, indem man die Grösse ?t in zwei Theile ii-i 
und ?lj zerlegt, deren Bedeutungen auf folgende Weise zu defi- 
niren sind. 

Wenn man nämlich die sämmtlichen Kräfte, welche auf die 
einzelnen materiellen Punkte des Systems wirken, in zwei Gruppen 
verlegt, und mit l'(j die von der ersten, mit ^(j die von der zweiten 
Kräfte- Gruppe verrichtete Ärbeitasumme bezeichnet, so kann man 
der obigen allgemeinen Gleichung auch die folgende speeiellere 
Fdnn geben: 
I 2) 91, + ?(, = 0, 

nnd wenn es sich dann nachweisen lässt, dass der Theil ^1^ für 
sich allein gleich Null ist, so würde damit zugleich bewiesen sein, 
dass auch der andere Theil Sit ^^^ sich gleich Null ist. Eine solche 
Zerlegung des ganzen Kräfte-Systems in zwei Gruppen kann man 
nun in der Weise ausführen, dass zu der zweiten Kräfte-Gruppe 
alle diejenigen Kräfte gerechnet werden, deren Wirksamkeit auch 
dargestellt und ersetzt werden kann durch gewisse Bedingungs- 
gleichungen, welchen die Coordinaten der materiellen Punkte unter- 
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M ncn gcMD: 
4)«, = 0. 
I dioer Mztena Fann esst gcwüat ias FtBdp sehie eigenl 
; fnr fie Mu^lMik md batet ■ W«tM Eiisgedr3el 
„Wem eil Srstcn -nm BtterieUn Punkton, fl 
CooHlsiteii gewisse BeABgvags^öda^« Torgeadmebe 
, im Gletebgewicbtszflstuid« äch befindet, ao wird die bei irgen 
r ftogirteo möglichen, d. h. mit jen«a Bedii^iiDg«n rerebbarw 
des Srstems too den wirkenden Kriflen remchtet 
KArbnteBiimine stets gleicö Nail sein". 



§ T3. 

Anwendung dei Prrncipi auf ein System von unverlnderlJcb verbundenen 
materiellen Punkten. 

Diejenigen Körper, welche man im gewöhnlichen Leben „fesi 
I Körper" zn nennen pflegt, bat man zn betrachten als Ststeine t( 
materiellen Punkten, welche durch anziehende und abstosseoi 
Kräfte in solcher Weise mit einander verbunden sind, dass alli 
Formänderungen, d. h. allen Veränderungen der Abstände zwischi 
den benachbarten materiellen Punkten, jene Kräfte als WiderstSn 
entgegenwirken, welche die ursprünglichen Abstände wieder he 
«Tistellen streben. Je zwei materielle Punkte, welche in Bolct 
Woise durch Wechselwirkung mit einander verbunden sind, befind 
Moh unter Einwirkung von zwei gleich grossen entgegengesetzt 
Kräften, welche dieselben in der Richtung ihrer Verbindungslii 
»ttf einander gegenseitig ausüben. Bei den Anwendungen des Pri 
«^ der virtuellen Geschwindigkeiten ist es erforderlich, die n: 
ehaniäche Arbeit zu berechnen, welche zwei solche Kräfte E I 
wnsr unendlich kleinen Verschiebung ihrer Angriflspunkte vi 
rictitftü würden. 
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Wenn man sich die beiden Kräfte A' auf die in Fig. 141 an- 
gedeutete Art zerlegt 
und ihre Angriffspunkte 
80 verschoben denkt, 
daaa die Goordinaten 
derselben um ihre Diffe- 
renziale sich vergrös- 
sern, so erhält man 
zunächst die folgende 
Gleichung für die von 
beiden Kräften zusam- 
men genommen ver- 
richtete mechanische 
Arbeit ; 

JI=ffco8a((/j', — (/./■i)+ircosß((/j/,— (///J+iTcosYO'Äs — (fe|),oder: 
1} ?l=&'{cosa('ü'g — (/,f,)-|-co9ß(r?//j— rfi/,)+C087(</?j — rfzi))- 
Für den ursprünglichen Abstand der beiden Angriffspunkte ergiebt 
sich ferner aus der Figur die Gleichung: 

lodern man diese Gleichung differenzürt, und berücksichtigt, dass 
die Verbindungslinie der beiden Punkte ebenfalls die Winkel a, ß, -{ 
mit den Coordinaten-Achsen einschliesst, gelangt man zu den fol- 
genden Gleichungen: 

W!=(^,— 3:0(//.r,— ,/,,-,)+0/,-y,)(''.'/.— '/y.}+(^ä-?i)(''^ä— ''^iJ, 

3) <?i^cosa{r/j'2 — rfri)+cosß(f?)/s — (7^,) + '^S7((/s(^(/ä,), 
and wenn man den in dieser letzteren Gleichung gefundenen Werth 
ffir den eingeklammerten Ausdruck in Gleichung 1) substituirt, so 

Fmt dieselbe die einfachere Form an: 
4) *äl = Kill. 
Diese Gleichung zeigt, dass die von den beiden Kräften zu- 
sammengenommen verrichtete mechanische Arbeit positiv ist, wenn 
die beiden Grössen K und i\l entweder beide positiv oder beide 
negativ aind. Die mechanische Arbeit ist dagegen negativ, wenn 
von den beiden Factoren K und <\l der eine positiv, der andere 
negativ ist. Die Arbeit ist immer gleich Null, wenn iJl = ist. 



9^ 
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d. b. wenn die Verschiebungen der beiden Punkte so gewählt "WiPr. 
dcD, dass ihr Abstand dabei unverändert bleibt. 

In solchen Fällen, wo es gestattet ist, den festen Körper ak 
eicen absolut festen Körper oder als ein System von unveräader^ 
lieh verbundenen materiellen Punkten zu behandeln , wird man dld 
Wirkung der Kräfte, welche zwei materielle Punkte derselben aaf 
einander gegenseitig ausüben, auch ersetzen und darstellen kt^nnen 
durch eine Bedingungsgleichung von der Form: 

5) <U = 0, 
welche ausdrückt, dass der Abstand der beiden Punkte stets an- 
verändert bleiben soll. Wenn man alsdann das Prlncip der vir- 
tuellen Geschwindigkeiten auf ein solches System anwendet und 
mit ^a die Summe der mechanischen Arbeiten bezeichnet, welche 
bei einer angenommenen unendlich kleinen Verschiebung des Systems 
von jenen inneren Kräften verrichtet werden würde, so ist die ße- 
dingungsgleichung 3) des vorigen Paragraphen stets erfüllt, sobald 
diese fingirte Verschiebung eine mögliche war, d, h. eine solche, 
bei welcher die Abstände der materiellen Punkts unverändert bleiben. 
Man kann also nunmehr die Gleichung 4) des vorigen Paragraphffli 
benutzen, um die Gleichgewichtsbedingungen für die äusseieB 
Kräfte aus derselben abzuleiten. 



Bei einem System von unveränderlich verbundenen materiellen 
Punkten kann — wie im vorigen Paragraphen erklärt wurde — 
die Wirkung der sämmtllchen inneren Kräfte durch Bedingungs- 
gleichungen ersetzt und dargestellt werden. Die Zahl der hieriQ 
erforderlichen Bedingungsgleichungen beträgt 3m — 6, wenn «die 
Anzahl der materiellen Punkte ist. Denn es sind drei Gleichungen 
erforderlich, um auszudrücken, dass die drei Punkte Ä, B, C des 
Systems in unveränderten Abständen von einander bleiben aollen, 
und es sind fernere 3(n — 3) Bedingungsgleichungen erforderlieh, 
um auszudrücken , dass der Abstand jedes der übrigen n — 3 
Punkte P, Q ■ . ■ von jedem der drei ersten unverändert bleiben 
soll (Pig. 142). Die Gesammtzabl der erforderlichen Bedingi 
gleiehung ist also: 

3 + 3{« — 3) = 3n — 6. 



erforderlich sein würden , 
Stimmung noch 6 Gleichungen, 
Fig. 142. 
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i zur Bestimmung der Lage von n Punkten 3 n Gleichungen 
ehlen zur vollständigen Lagenbe- 
d. h. das System kann trotz jener 
Torgesehriebenen 3 ?; — 6 Be- 
dingUDgagleichungen noch 6 von 
einander unabhängige Bewegungen 
ausführen. Ea sind dies die 6 
Bewegungen, welche in § 19 bei 
der Zerlegung der Geschwindig- 
keiten eines in beliebiger Bewegung 
begriffenen geometrischen Körpers 
als Seitenbewegungen gefunden 
wurden, nämlich drei fortschreitende 
Bewegungen in den Richtungen der drei Coordinaten-Ächsen und 
M Drehbewegungen um dieselben. Die Anwendung des Princips 
der virtuellen Geschwindigkeiten auf jede dieser 6 von einander 
unabhängigen Bewegungen muss daher zu 6 Bedingungsgleichungen 
fo das Gleichgewicht des Systems führen. 

Zii den möglichen Lagenveränderungen des Systems gehört 
jedenfalb eine solche Verschiebung derselben, bei welcher das ganze 
Sjätem eine fortschreitende Bewegung in der Hichtung der 
^<ihs6ÄX ausführt. Wenn mit br die allen Punkten gemeinsame 




Fig. 143. 



/ 



Verschiebungsgrösse bezeich- 
net wird, so ergiebt sich bei 
der in Fig. 143 angedeuteten 

r-K. Zerlegungsart für die von 
Gämmtlichen äusseren Kräften 

^ K zusammengenommen ver- 
richtete mechanische Arbeit 
der Ausdruck: 

~^ Nach dem Principe der 

virtuellen Geschwindigkeiten 
muss dieser Ausdruck gleich 
Null sein, und wenn man die 
auf analoge Weise in Bezug auf die beiden anderen Coordinaten- 
Achsen zu bildenden Ausdrücke ebenfalls gleich Null setzt, so er- 
geben sich als die ersten drei allgemeinen Gleichgewich tsbedingungen 
die folgenden Gleichungen: 

2(X) = 0, 2(7) = 0, 2(Z) = 0. 
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Zu den möglichen Veraehiebungen geliört ferner eine Drehnng 
ganzen Systems um die Achse A X. Wenn mit m die Ge- 



Fig. 1«. 




schwindigkeit dieser fingirten Dreh- 
bewegung bezeichnet wird, so ist ra 
die Geschwindigkeit eines im Ab- 
stände r von der Drehachse befind- 
lichen Punktes, und r a dt die wäh- 
rend des Zeitelementfl lU von dem- 
selben zurückgelegte Wegeslärge. 
Die von den Seitenkräften der 

Kraft K hierbei verrichtete mechanische Arbeit bat nach Fig. 144 

die Grösse: 

/C .rtoilt .cos OL — Y .rm dt sin a.s= ta dt [Zy — Tz). 

Den Ausdruck Zu — Yz (für welchen man auch das Product aus 
der Mittelkraft von den beiden Kräften Z, Y in den Abstand ihrer 
ßicbtiingslinie von der Drehachse setzen kann, nennt man das 
statische Moment der Kraft K in Bezug auf die Drehachse AX. 
Wenn man dieses statiachs Moment mit ÜJi, bezeichnet, so ergieht 
sich für die von sämmtlichen äusseren KrÜften zusammengenom- 
men verrichtete Arbeit der Ausdruck: 

Auf analoge Weise sind die Ausdrücke zu bilden für die 
mechanischen Arbeiten, welche bei einer Drehung um eine der 
beiden anderen Coordinaten- Achsen von den äusseren Kräften ver- 
richtet werden, und wenn man jeden dieser drei Ausdrücke gleich 
Null setzt, so erhält man für die letzteren drei Gleichgewichts- 
bedingungen die Gleichungen: 



S (3}?J = , 2 mi,) = , 2 (ß\.) = 



0. 

Die gefundenen sechs Bedingungagleichungen für das Gleich- 
gewicht können auf folgende Weise in Worten ausgedrückt werden: 

„Wenn ein System von unveränderlich verbundenen Punkten 
im Gleichgewichtszustände sich befindet, so ist in Bezug auf jede 
von drei rechtwinkelig zu einander stehenden Achsen nicht nur 
die algebraische Summe der bei rechtwinkeliger Zerlegung in diese 
Richtung fallenden Seitenkräfte der äusseren Kräfte gleich Null, 
sondern auch die algebraische Summe der statischen Momente 
sämmtlicher äusseren Kräfte in Bezug auf dieselbe gleich Null". 
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Beispiele von anderen Kräften, deren Wirksamkeit durch Bedingungsgteichungen 
ersetz! werden kann. 

Zu den Fällen, in welchen einige von den wirkenden Kräften 
■liirch Bedingnngagleichungen ansgedrüclft werden können, gehört 
weh derjenige Fall, in welchem einzelne von den materiellen 
PuDkten des Systems als feste Punkte zu betrachten sind. Wenn 
eioer der materiellen Punkte durch äussere Kräfte in solcher Weise 
festgehalteil wird, dass jede andere Kraft, welche denselben in Be- 
wegung zu setzen strebt, aufgehoben wird durch einen gleich 
gössen entgegengesetzten Widerstand, so kann man das Vorhanden- 
sein einer solchen Widerstandskraft auch darstellen durch drei Be- 
ilingungsgleichungen , welche man erhält, indem man jede von den 
diei Coordinaten des materiellen Punktes einer ronstanten Grösse 
gleichsetzt, also durch Gleichungen von der Form: 
X =^ a, y^b, z =^ c. 

Denkt man sich alsdann dem Systeme eine mögliche Ver- 
schiebung ertheilt, d. h. eine Verschiebung, bei welcher die obigen 
drei Gleichungen erfüllt bleiben, so erkennt man, dass die von 
jener Widerstandskraft Terrichtete mechanische Arbeit immer gleich 
NdII ist, sofern ihr Angriffspunkt dabei im Ruhestande bleibt. 
Eä iat also bei den Anwendungen des Princips der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten nicht erforderlich, auf jene Widerstandskräfte 
Rücksicht zu nehmen, sobald die Verschiebung des Systems so 
gewählt wird, dass die vorgeschriebenen Bedingungsgleichungen 
dabei erfüllt bleiben. 

Wäre für die drei Coordinaten des materiellen Punktes statt 
obiger drei Gleichungen nur eine Bedingungsgleichung vorge- 
schrieben von der Form: 

so würde dadurch die Beweglichkeit des materiellen Punktes in 
solcher Weise eingeschränkt, dass derselbe nur in der durch diese 
Gleichung bestimmten Flüche sich bewegen kann. Diejenige Kraft, 
deren Wirksamkeit durch diese Bedingungsgleiehung dargestellt 
wird, ist nach § 50 eine rechtwinkelig zu der Fläche gerichtete 
Widerstandskraft, welche so lange keine mechanische Arbeit ver- 
richtet, als ihr Angriffspunkt in jener Fläche bleibt, und daher 
unberücksichtigt gelassen werden darf, sobald eine jener Bedin- 
gungsgleiehung entsprechende Verschiebung des ganzen Systems 
gewählt wird. 
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Denkt mau sich in Fig. 141 die zwei materiellen Punkte «ü 
zwei verschiedenen Systemen von unveränderlich verbundenen 
materiellen Piinltten gehörend, so erkennt noan, dass der doit 
bewiesene Satz auch angewendet werden kann auf den Fall, in 
welchem zwei feste Körper in der Weise mit einander verbunden 
sind, dasa der Funkt A dea einen, und der Punkt B des anderen 
stets in gleichem Abstände von einander zu bleiben gezwungen 
eind. In Wirklichkeit sind es die zwei Kräfte K, welche den At- 
stand unverändert erhalten. Die Wirksamkeit dieser Kräfte kann 
aber auch dargestellt werden durch die Bedingungsgleich ung 2) 
dea § 73, wenn darin / eine coustante Grösse bedeutet. Der Fall, 
in welchem diese coustante Grösse den Werth Null hat, ist dabd 
nicht ausgeschlossen. Es kann daher das Princip der virtuellen 
Geschwindigkeiten in der oben erwähnten Weise auch angewendet 
werden auf ein aus mehreren Systemen unveränderlich verbun- 
dener materieller Punkte zusammengesetztes System, in welchem 
die einzelnen Systeme so mit einander verbunden sind, dass ein 
materieller Punkt des einen und ein materieller Punkt eines 
anderen Systems mit einander zusammenfallend in untrennbarer 
Vereinigung zu bleiben gezwungen sind. Immer wird die bei 
einer Verschiebung des ganzen Systems von jenen durch Bedin- 
gungsgleichungen äusdriickbaren Kräften verrichtete mechanische 
Arbeit gleich Null sein, sobald die Verschiebung so gewählt 
wurde, dass jene ßedingnngsgleichungen dabei erfüllt bleiben. 



des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten auf slatische Aufgaben. 
Barclay'scher Krahn. Roberval'sclie Wage. 

Dieselben Fälle, welche in § 9 als Beispiele für die Theorie 
des augenblicklichen Drehpunktes gewählt wurden, können auch 
als Beispiele für die Anwendungen des Princips der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten benutzt werden. 

Dm z. B. bei der in Fig. 145 dargestellten Verbindung von 
drei als gewichtlos zu betrachtenden Stangen (dem Barclay'sehen 
Krahne} die Stelle E zu finden, welche an der Stange CE als Auf- 
hängepunkt für das Gewicht Q gewählt werden raüsste, wenn das 
Stangensystem dabei 'ii Gleichgewichtszustande bleiben soll, hat 
man für die Bewegung der Stange CE den augenblicklichen Dreh- 
punkt zu construiren, und den Durehsehnittspunkt der durch 
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Fig. U5. 
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'iiesen Punkt gelegten Verticalen mit der Linie EC aufzusuchen, 
l'eiiti der auf solche Weise gefundene Punkt E ist unter allen 
Punkten der Stange CE der ein- 
zige, welcher anfangs in horizon- 
taler Richtung, also rechtwinkelig 
zur Richtung der Kraft Q sich be- 
wegen würde, wenn das Stangen- 
syätem den Bedingungen seiner 
Zusammensetzung und Befesti - 
gung gemäss in seiner Ebene ver- 
schoben würde. Der Punkt E ist 
also der einzige, welcher der 
durch das Princip der virtuel- 
len Geschwindigkeiten gegebenen 
Gleichgewichts hedin gung genügt, nach welcher die hei einer un- 
endlich kleinen möglichen Verschiebung von den wirkenden 
Kräften verrichtete Gesammt-Arbeit gleich Null sein soll. 

Zn den Kräften, deren Wirksamkeit durch Bedingungsglei- 
ehnngen dargestellt werden kann, würden im vorliegenden Falle 
m rechnen sein: erstens alle die Kräfte, durch welche die Ab- 
atinde von je zwei materiellen Punkten einer und derselben Stange 
UDTerändert erbalten werden, zweitens die in den beiden Gelenk- 
pankten 6', D wirkenden Kräfte, welche bewirken, dass die in 
jedem derselben vereinigten zwei materiellen Punkte von je zwei 
wrschiedenen Stangen daselbst untrennbar verbunden bleiben, drittens 
die Widerstände der beiden festen Unterstützungs punkte A und B. 
Aof alle diese Kräfte brauchte bei Anwendung des Princips der 
rirtuellen Geschwindigkeiten keine Rücksicht genommen zu werden, 
weil die oben angenommene Verschiebung des ganzen Systems eine 
mögliche war, d. h. eine Verschiebung, bei welcher die betreffen- 
den Bedingungen erfüllt bleiben. 

Auf analoge Weise hat man zu verfahren, um bei der in 
Fig. 146 dargestellten Stangenverbinducg (der Boberval'schen Wage) 
die Bedingungen des Gleichgewichts für die beiden Gewichte P 
und Q zu finden. Als einzige mögliche Lagenveränderung des 
Stangen Systems ist im vorliegenden Falle eine solche Verschiebung 
derselben zu betrachten, bei welcher die Stangen CE und DF resp. 
um ihre festen horizontalen Drehachsen A und B sich drehen. 
Denkt man sich durch eine Drehung um den unendlich kleinen 
Winkel e das Stangensystem in die punktirte Lage übergehend. 
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SO erkennt man, da93 die beiden Kräfte P, Q die einzigen sind,, 
welche bei dieser VerschiebuDg meohanische Arbeit verrichteteEi,. 
Fig. 14«. und für die Snmna« 

f. ^ I" I ■ ■ F ^'^^ ™'' sämmtlicben 

—•— • Kräften verrichteten 

mechanischen Arbeiten 
ergiebt sich der Werth: 
Sl = Pat — Qbe. 
Wenn man — dem 
Princip der virtuellen 
Geschwindigkeiten ge- 
mElsa — diesen aiisdruck gleich Null setzt, so erhält man als Be- 
dingung des Gleichgewichts die Gleichung: 

Pa = Qb. 
Dieselbe Gleichung würde auch für eine von der Horizontalen ab- 
weichende Lage der Stangen CE und DF die Bedingung des G! 
gewichts ausdrücken. 




1 



Berechnung der GJeilcurve fUr das Gegengewicht einer Zugbrilcke. 
Zu den Kräften, welche durch Bedingungsgleichungen aus- 
gedrückt werden können, gehören bei dem iu Fig. 147 dargestell- 
ten Systeme: erstens die Kräfte, durch welche je zwei materielle 
Punkte der Stange (oder Klappe) AOia unveränderlichem Abstände 
von einander erbalten 
'^' ^' werden, zweitens die 

Kräfte, welche deren 
horizontale Drehachse 
Ä unbeweglich erhal- 
ten, drittens der nor- 
male Gegendruck der | 
festen Ciirve FM, wel- i 
che dem materiellen ' 
Punkte M als Bahn- 
linie vorgeschrieben ist. 
Es sind ferner die bei- 
den Punkte C und M durch einen Faden mit einander verbunden, 
der bei F über eine Rolle läuft, und die Kräfte, welche durch 
diesen Faden auf die beiden Punkte C, M übertragen werden, 
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tonnen ebenfalls durch eine Bedingungsgleichung ausgedrückt werden, 
gämlich durch eine Gleichung, welche ausdrückt, dass die Summe 
Jer beiden Entfernungeo CF und FM eine constante Grösse bil- 
(ien soll. 

Denkt man sich dem ganzen Systeme eine diesen vorgeschrie- 
tisnen Bedingungen genügende unendlich kleine Verschiehung er- 
'heilt, bei welcher die Höhe des Punktes E um ilu zunimmt und 
lue Höhe des Punktes 3/ um il.r abnimmt, so erkennt mau, dass 
es lediglieh die beiden Gewichte P und Q sind, welche bei dieser 
Verschiebung mechanische Arbeiten verrichteu, und es ergiebt sich 
für die Summe dieser beiden Arbeiten der Werth : 
-- P<ls—Q<lu. 

ieser Ausdruck muss nach dem Principe der virtuellen Geschwin- 
Bgkeiten gleich Null sein, wenn bei jeder Lage des Systems die 
Sriden Kräfte P und Q einander im Gcichgewichte halten sollen. 
i ist also: 

Pdx = Q-Iu. 

WfOü man diese Gleichtiog integrirt und dabei berücksichtigt, dass 

- auch .' = wird, so erhält man die Gleichung: 

P.r = Qu, 

iBlche nach Substitution des aus der Figur zu entnehmenden Wer- 

1 annimmt: 



1) Px = Q — cos a. 

Denkt mau sich das ganze System ein anderes Mal in seiner 
Anfangslage, bei welcher die Stange AC horizonial und der Faden- 
thei! FM vertical gerichtet war, so erhält man als Bedingung des 
ölflichgewicbts für diese Lage die Gleichung : 

"nnd nach Substitution des aus dieser Gleichuög für Q zu ent- 
nehmenden Werthes nimmt die Gleichung 1) für cos a aufgelöst 
lue Form an: 

■ 3) cos a = — V^:3 . 

Für die als gegeben zu betrachtende unveränderliche Länge 
des ganzen Fadens erhält man, je nachdem man dieselbe für die 
eine oder die andere der beiden Stellungen berechnet, die Werthe: 
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In dieser Gleichung kann man die Grösse sin -^ auch durch des 
ohen für cos a gefundenen Wertb Etusdrückea, indem man setzt: 

Wenn man nach Substitution dieses Werthes alsdann die 61ä- 
chung i) für s auflöst, so erhält man die Gleichung: 

6) ^ = L-\/2aia — xV2), 

nach welcher man für jeden willkürlieh angenommenen Werth TOT 
,!■ den zugehörigen Werth von 3 berechnen und die Curve OM eon- 
struiren kann. 

um aus dieser Gleichung die Ordinate ;/ als Function von * 
darzustellen, würde man: 

7) i, = /^--(,,+6J' 

ZU setzen, und in dieser Gleichung für c den oben gefundenen 
Werth zu substituiren haben. 



CäPITel XII. ^^H 

Bewegung eifles freien Systems von materiellen Panktea- 

§ T8. 
d'Alemberl's Princip. 

Wenn ein System von materiellen Punkten im Gleichgewichts-— 
zustande sich befindet, so ist die Beschleunigung jedes einzelneiv- 
zu demselben gehörenden materiellen Punktes gleich Null; denii- 
an jedem einzelnen materiellen Punkte hat die Mittelkraft von. 
sämmtlichen auf denselben wirkenden Kräften die Grösse Null. 
Wenn dagegen die BedingUDgen des Gleichgewichta nicht erfüllt 
sind, so wird im Allgemeinen jeder einzelne materielle Punkt eine 
gewisse Beschleunigung besitzen, welche demselben durch die von 
Kuli verschiedene Mittelkraft der auf ihn einwirkenden Kraft» 
ertheilt wird, und welche man ihrer Grösse nach erhält, indem. 
man diese Mittelkraft durch die Masse des materiellen Funktev 
dividirt. Es bedürfte daher, um den materiellen Punkt in den- 
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Gleichgewichtszustand zu versetzen, der Hinzufügung einer neuen 
Kraft, welche jener Mittelkraft gleich und entgegengesetzt, also 
ihrer Grösse nach gleich dem Producte aus der Masse des mate- 
riellen Punktes in seine Beschleunigung ist. In diesem Satze ist 
(Ja3 d'Äiembert'ache Princip ausgesprochen, welches kürzer ausge- 
ilrückt folgendermassen lautet: 

„Die den Beschleimigungen der einzelneu materiellen Paukte 
entsprechenden Kräfte, in entgegengesetzten Richtungen hinzugefflgt, 
würden mit den wirklich vorhandenen Kräften zusammen das System 
im Gleichgewicht halten." 

Mit Hülfe des d'Älembert'schen Princips kann man die „Dy- 
namik" (oder die Lehre von der Bewegung eines Systems von ma- 
teriellen Punkten) zurückführen auf die „Statik" (oder die Lehre 
fora Gleichgewichte). Die Zuziehung dieses Princips macht ea 
möglich, das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten uunmehr 
auch anzuwenden auf ein nicht im Gleichgewichtszustande befind- 
liclieB System. 

Wenn mit m '}[& Masse und mit x, y, z die Coordinaten eines 
der materiellen Punkte bezeichnet werden, so stellen die Aus- 
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*lie Grössen der drei Seitenkräfte dar von der nach obigem Prin- 
cipe an diesem materiellen Punkte neu hinzuzufügende Kraft, und 
ilie Sichtungen dieser drei Seitenkräfte sind den drei Seitenbeschleu- 
"igungen entgegengesetzt zu nehmen. 

Bei den Anwendungen des Princips der virtuellen Geschwin- 
digkeiten sollten nach den Erklärungen des vorigen Capitels die 
Bimmtlich vorhandenen Kräfte in zwei Gruppen zerlegt werden, von 
denen die eine alle diejenigen Kräfte enthält, deren Wirksamkeit 
sich durch Bedingungsgleichungen dargestellt werden kann. Wenn 
aläo mit X, Y, Z, die drei Seitenkräfte von derjenigen Kraft be- 
zeichnet werden, welche man erhält, indem man die auf jenen ma- 
teriellen Punkt wirkenden Kräfte — mit Ausschluss der durch 
Bedingungsgleichungen ausdrückbaren — sämmtlich zu einer Mittel- 
lifaft zusammensetzt, so sind: 

X — 7» r — ffl--f-, Z^m - 

dt" (W dt^ 

Je von diesem einen materiellen Punkte herrührenden Beiträge 
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ZU dem ganzen Kräfte-Systeme, auf welches ounmefar das Priiicl;^ 
der virtuellen Geschwindigkeiten anzuwenden ist. 

Wenn man sich also dem ganzen Systeme von materielle' k 
Punkten eine mit jenen Beding« ngagleichun gen vereinbare unendl- 
lich kleine Verschiebung ertheilt denkt, und mit bx, &//, bz di 4 
damit verbundenen Äenderungen der Coordinaten ./, ;/, s bezeiclm^i 
— wobei das Zeichen „8" sinm unterschiede von dem Zeichen „li** 
darauf hinweisen soll, dass diese willkürlich angenommenen Ver- 
schiebungen nicht mit den im nächstfolgenden Zeitelemente i/f 
wirklich eintretenden Verschiebungen verwechselt werden dürfen — 
so erhält man für die dem Principe der virtuellen Geschwindig- 
keiten gemäss gleich Null zu setzende algebraische Summe der 
von sämmtlichen Kräften verrichteten mechanischen Arbeiten di« 
Gleichung: 

= :s {(x— ■^) 5.' + (r-,„ g) 5, + iz-4;) »4 

Diese aus der Verbindung des d'Alembert'schen Princips mit 
dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten hervorgegangene 
Gleichung kann als die Grundgleichung der Mechanik betrscbtet 
werden, insofern dieselbe in allgemeinster Form alle Fälle der 
Bewegung und des Gleichgewiclits eines beliebigen Systems von 
materiellen Punkten als specielle Fälle einschliesst. 

Die Kräfte, anf welche oben die allgemoineii GleichgewichtsbediDgiuigen 
angewendet werden, kQanen auch aufj^efasst werden ala Theile der Seiten' 
lirüfte X, Y, Z, Dümlich als diejenigen Theile, welche dnrch den EinflOM dei 
vorgeschriebenen Bedingongen aufgehoben werden. Eh kann daher du d'Alem- 
bert'sche Princip auch in folgender Form ausgesprochen werden: , Die durch 
den Einiluas der vorgeschriebenen Bedingangen aufgehohetiGn Kräfte wMeni 
wenn sie allein wirkten, das System im Gleichgewi elit hallen". 

§ 79. 

fieielz d« Schwerpunhfu. 

Unter den Kräften, welche sich durch 
ausdrücken lassen, können zwei verschiedene Arten unterschieden 
werden, nämlich erstens solche Kräfte, welche die materiellen 
Punkte des Systems auf einander gegenseitig ausüben, zweitens 
solche Kräfte, welche als Widerstände von festen Flächen, IJnien 
oder Punkten ausgehen. Es soll die im vorigen Paragraphen ge- 
fundene allgemeine Gleichung zunächst auf den Fall angewendet 
werden, in welchem ausschliesslich Bedingungsgleichungen der ersten 
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Art vorhanden sind. Man nennt das System in diesem Falle ein 
„freies System", insofern zu den möglieben Lagenveränderungen 
'Je83elben anch eine in beliebiger Richtung stattfindende lort- 
sclireitende Bewegung des ganzen Systems gehören würde, oder eine 
solche Verschiebung, bei weleber sämmtliche materielle Punkte 
ia einer und derselben Richtung eine und dieselbe Wegeslänge 
zarflcklegen. 

Denkt man sich diese Verschiebung das eine Mal in der Rich- 
tung der X-Achse stattfindend und in solcher Weise ausgeführt, 
dass alle materiellen Punkte des Systems gemeinschaftlich die un- 
endlicb kleine Wegeslänge h.r dabei zurücklegen, so erkennt man, 
dass in der allgemeinen Gleichung des vorigen Paragraphen für 
(iieaen Fall jede der beiden Grössen &//, 62 gleich Null, und die 
Grösse fi.i vor das Summationszeichen zu setzen sein würde. Auf 
analoge Weise erhält man die betreffenden Gleichungen in Bezug 
auf die beiden anderen Coordinaten-Achsen, indem man sich allen 
Punkten ein anderes Mal in der Richtung der T-Achse die ge- 
meinsame Verschiebung &//, und ein drittes Mal in der Richtung 
der ^-Achse die gemeinsame Verschiebung 5^ ertheilt denkt. Die 
obige allgemeine Gleichung zerffiUt daher in die folgenden drei 
f Gleichungen : 

Welchen man nach Fortlassung der ausserhalb der Summations- 
zeichen stehenden Factoren bx, Sy, 5^ auch die folgenden Formen 
geben kann: 

» ^(»S)»^»' <"S)=^(^)' ^('":f,o=^(^)- 

Derjenige Punkt, dessen Coordinaten x^, y^, 2,, durch die 
folgenden drei Gleichungen gegeben sind: 

S(mx) S(my) S(ms) 

ffird der Schwerpunkt des Systems von materiellen Punkten 
genannt. Indem man diese Gleichungen zweimal nacb der Zeit f 
differenziirt, gelangt man zu folgenden Gleichungen resp. für die 
Seitenge seh windigkeiten und die Seitenbeschleunigungen des Schwer- 
punktes: 
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Wenn man in den letzteren drei Gleichungen für die Zähler der 
auf der rechten Seite stehenden Ausdrücke die in den GleicbuD- 
gen I) gefundenen Werthe aubstituirt, so erhält man für die drei 
Seitenbeschleunigiingeo des Schwerpunktes die folgenden Glei- 
chungen: 

In diesen drei Gleichungen ist das Gesetz des Schwerpunktes ent- 
halten, welches in Worten ausgedruckt folgendermassen lautet; 
„Der Schwerpunkt eines beliebigen freien Systems von materiellen 
Punkten bewegt sich gerade so wie ein einfacher materieller Punkt 
sich bewegen würde, wenn in ihm die Massen aller materiellen 
Punkte des Systems und die Angriffspunkte aller Kräfte vereinigt 
wären". 



Wenn man 



dt ' 



v^ und demgemäss 



it^j' rfü. 



dt^ 



■ dt 



setzt, so kuw 



man der Gleichung 1) auch die folgende Form geben: 



dt 



S(Z). 



, dlH 



Hierin bedeutet S (viv^) die Summe d 
Systems in Bezug auf die Richtung der .Y- Achse. Die obige 
Gleichung enthält daher den folgenden Satz: „Die Geschwindigkeit, 
mit welcher die gesammte Bawegungsgrösse in Bezug auf eine be- 
stimmte Achse nrichtung zunimmt, ist gleich der in dieser Eichtung 
wirkenden Kraftsumme", Wenn also die letztere gleich Null 
so bleibt die erstere constant. 



Qtung I 
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§ SO. 

Anwendungen dietes Gesetzes auf specielle Fälla. 
Aus dem im vorigen Paragraphen gefundenen Gesetze folgt, 
dass der Schwerpunkt des Systems geradlinig und gleichförmig sich 
bewegt, wenn von den drei Kräfte-Summen 2{A'j, 2(1'), S(Z) 
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eine jede fär sich gleich Null ist, da Iq diesem Falle jede von den 
drei Seitenbeschleiinigungen des Schwerpunktes gleich Null wird. 
Dieser Fall tritt zum Beispiel ein, wenn die Bewegung des Systems 
aiiBachUesslich unter Einwirkung von inneren Kräften erfolgt, d. h. 
von aolchen Kräften, welche die einzelnen materiellen Punkte des 
Sjstema auf einander gegenseitig ausüben, insofern nach dem Ge- 
setze der Wechselwirkung diese Kräfte paarweise einander gleich 
und entgegengesetzt sind, folglich im Schwerpunkte angreifend ein- ■ 
ander aufheben würden. Da durch die inneren Kräfte keine Be- 
ächleunigung des Schwerpunktes hervorgebracht werden kann, so 
wird auch eine Äenderung der inneren Kräfte die Bewegung des 
Schwerpunktes nicht beeinflussen können. 

HierauB folgt i. B., dass bei dem Stoase zweier oder mehrerer Körper 
gegen einander die Bewegnng ihres gern ei nBohaftli eben Schwerpnnktea nicht 
Terändert wird, da die Drücke, welche die Körper an den B er Qhrcnggat eilen 
auf einander gegenseitig übertragen, in Bezng auf das ganze aus diesen Kör- 
pern gebildete System als innere Kräfte za betrachten sind. 

Wenn eine Bombe an irgend einer Stelle ihrer parabolischen Flugbahn 
eiplodirt, so wird der Schwerpunkt die parabolleche Bewegnng in unverän- 
d«iter Weise furtaetzen , da die Kepulaivkräfte , dntch welche die Stücke aas- 
einander geechleudert werden, als innere Kräfte keinen Einflnss aaf die Be- 
wegung dea Schwerpunktes haben. 

Wenn in den Richtungen der A'-Achse und der F-Achse keine 
Äussere Kräfte vorhanden sind, so wird nur in der Richtung der 
Z-Ächse eine Geschwindigkeitsiinderung dea Schwerpunktes hervor- 
gebracht werden können, und wenn in den Richtungen der ersteren 
beiden Achsen die Seitengeschwindigkeiten des Schwerpunktes an- 
fangs gleich Null waren, so werden dieselben immer Null bleiben. 
Es geschieht daher in diesem Falle die Bewegung des Systems auf 
solche Weise, dass die beiden Bedingungsgleichungen: 

stets erfflllt bleiben, d. h. wenn für einige von den materiellen Punk- 



" dt' 



) müssen dieselben 



nothwendig für andere materielle Punkte negativ sein. 

So z. B. würde eine horizontale Bewegung des Schwerpunkts 
Dicht eintreten können, wenn die Gewichte der materiellen Punkte 
and die Gegendrücke einer vollkommen glatten horizontalen ünter- 
stötzungafläche die einzigen äusseren Kräfte wären, welche auf das 
System wirken (vergl, § 106). Ein auf vollkommen glatter hori- 

BltttT, AiulTÜscbe Mei:buük. 3. Ana. 14 
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zoQtaler Eisüäcbe atebeoder Mensch würde also nickt im Stände 
sein dem Sei] w erpunkte seines Körpers eine Horizontalbewegung zu 
ertheilen — es sei denn, dass er bewegücbe Gegenstände bei sicli 
fübrt, welche er nach der entgegengesetzten Seite hin von sieh fort 
werfen iiann. Wohl aber würde er im Stande sein eine Vertikal- 
bewegung seines Sehwerpuukta hervorzubringen, insofern er dunh 
die Muskelkraft seiner Beine bewirken kann, dass der Druck zwi- 
schen seinen Füssen und der horizontalen üoterstütziiügsfläche zeil- 
weilig grösser oder kleiner als sein Gewicht wird. 

Die Muskelkraft der Beine wirkt bei einem zum Höhensprange 
. ^.. ansetzenden Menscbeii 



Fig. 118. 



Fig. U'X 





r 


f — 


1% 




->"■ 










^ 



in äbnIicherWeigewie 

bei einem starren Efir- 
per die Spanokiaft 
einer zwischen üim 
und der BodenSiche 
beündlichen elaetj- 
Bchen Feder mlun 
würde. Wenn man 
die Feder als gewicht- 
los und den Driict 
welchen sie nach ob«n 
und nach unten aus- 
übt, als eine constante Kraft behandelt, so erhält man nach der in 
Fig. 148 und Fig. 149 gewählten Bezeichnung, indem man das 
Gesetz des Schwerpunkts und das Princip der lebendigen Kraft an- 
wendet, die Gleichung: ^^ 

Die Geschwindigkeit V, welche der Schwerpunkt erreicht hat in dffln 
Augenblicke, wo die Füsse des Springenden aufhören den Boden v 

berühren, entspricht die Steighöhe JI = (Fig. 150). Für den 

Druck, welchen der Springende auf den Boden ausübte, während er 
zum Sprunge ansetzte, ergiebt sich hiemach der Werth; 



D: 



= .%(.+#), 



also ein Werth, welcher je nach der aufgewendeten Muskelariwi' 
beträchtlich grösser sein kann als das Gewicht des Springenden- 



>chiveriiunktabeatiiiiinuDgei 
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Eine Eisdecke, welche gerade stark genug ist um sein ruhendes 
Körpergewicht zu trageo, würde also unter seinen Füssen brechen, 
wenn er einen Sprung auszuführen versuchte. 

Wenn der Schwerpunkt einea beliebigen Systems von mate- 
riellBD Punkten eine geradlinige gleichförmige Bewegung ausführt, 
so kann man daraus scbliessen, dass in Bezug auf jede beliebige 
Äehaenrichtung die algebraische Summe der bei rechtwinkeliger 
Zerlegung in diese Richtung fallenden Seitenkräfte der äusseren 
Kräfte gleich Null ist. Es muss folglich auch in Bezug auf die 
ßewegungsrichtung die Summe der vorwärts wirkenden treibenden 
gleich der Summe der rückwärts wirkenden verzögernden Kräfte, 
oder „Kraft" gleich „Widerstand" sein. 

Hieraus folgt z. B., dasB bei einem in gleichförmiger Bewegung begriffenen 
liad- Dampfschiffe der Gegendruck des Wasaera gegen die Schaufeln der Uäder 
gleich dem Geaammt widerstände ist, welcher der BawegUDg des Schiffes ent- 
gegenwirkt; ebenso, daaa bei eioem gleichförmig sich bewegenden Eiaenbahn- 
tnge der Reibnugawid erat and , welcher daa Gleiten der Triebräder auf den 
Schienen verhindert, gleich der Summe aller Widerstände ist, welche der Be- 
wegung dea Zuges entgegenwirken. 



I 



^^" Schwerpunktsbestimmungen. 

Gerade Linie. EreisbogeD. Cjcloidenbogen. Halbe Ellipsen flfiche. Farabel- 
fläche. Parabuloid-Oberfläche. Elliptisches Paraboloid. Halbes Ellipsoid, 



Wenn mau die ganze Massenaumme eines Systems von mate- 
riellen Punkten mit M^'^(m) bezeichnet, so kann man den all- 
gemeinen Schwerpunktsgleichungen 2) des § 79 auch die folgenden 
Formen geben: 

1) il/a-o = 2(ma:), My^ = S(m^), Mz^ = Sfm^). 

Es sollen diese allgemeinen Gleichungen angewendet werden 
auf den Fall, in welchem die ganze Masse stetig und gleichförmig 
in dem Räume eines geometrischen Körpers vertheilt ist. Man 
nennt das System in solchem Falle einen „homogenen" Körper, und 
die in jeder Cuhikeinheit enthaltene Masse 7 wird die „Dichtigkeit" 
des Körpers genannt. Wenn mit J der ganze Rauminhalt bezeich- 
net wird und mit i das unendlich kleine Kaumtheilchen, in welchem 
das Massentheilchen m enthalten ist, so bat man M^^J und 
m^-{i zu setzen in den obigen Gleichungen, welche alsdann die 
en Formen annehmen: 
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chwer- | 



Der durch diese Gleichungen bestimmte Puokt wird der 8chw( 

punkt des „geometrischen Körpers" genannt. 

Auf analoge Weise gelangt man zu dem Begriffe des Schwer- 
punktes einer geometrischen „Flüche", indem man sich eine Masse 
gleichlBrmig auf diese Fläche vertheilt denkt und mit y die auf 
jeder Flächeneinheit enthaltene Masse, mit J den Inhalt der gan- 
zen Fläche und mit i den Inhalt eines unendlich kleinen Flächen- 
theilcbena bezeichnet. Ebenso kann man die obigen Gleichungen 
auch benutzen zur Bestimmung des Schwerpunktes einer geome- 
trischen Linie, indem man den Buchstaben J und i die Bedeutungen 
von Läagengröasen beilegt. 

Schwerpunkt der geraden Linie. 
Der Schwerpunkt einer geraden Linie liegt in der Mitto der- 
selben, da in Bezug auf jede durch den Mittelpunkt gelegte Ebene 
die algebraische Summe der Produkte aus den unendlich kleinen 
Längentheilchen in ihre Abstände von der Ebene gleich Null ist. 

SohweTpunbt des Kreisbogens. 
Der Schwerpunkt eines Kreisbogens liegt in der Ealbimngs- 
linie des zugehörigen Winkels, da in Bezug auf jede durch diese 
Linie gelegte Ebene die algebraische Summe 
der Produkte aus den Bogentheilehen in 
ihre Abstände von derselben gleich Null 
ist. um den Abstand des Schwerpunktes 
vom Mittelpunkte zu bestimmen, hat man 
zunächst — entsprechend der Bezeichnungs- 
weise der Integralrechnung — der ersten 
von den drei Gleichungen 2) die folgende 
folgende Form zu geben: ^h 

_ Sj^dj H 

In dieser Gleichung bedeutet x den Abstand 

■ von einer rechtwinkelig zur Halbirungs- 

iten Ebene. Nach Fig. 151 kann 

tzt werden. Folglich i 



Fig. 151. 




des Bogenelements 

linie durch den Mittelpunkt ( 



/..../ 



rff* = 



und 



Sehne rpDDktäbestimmiingea. 



/«., = , -/c 



Nach Substitution dieser Werthe erhält man für den gesuchten 
I Se hwerpnnktsabstand den Ausdruck; 



:i setzen, und wiid x 



= '-^. Für 



Fig. 162. 



Für den Halbkreisbogen ist t = -^ 
iie ganzB Kreüperiplierie iat a ^ ti and r^ ^= 0. 

Sohwerptmkt des Cyololdenbogena. 
Pur die Coordinaten des Punktes M ergeben sich aus Pig. 152 
die Gleichungen: 
~* .(■ ^ r (^ — sin 9), 

»/ ^^ r (1 — cos 9), 
dx = r(i. — cos 9) (7 9, 
<]// = r sin qjrftp, 
und für das Bogenelement äs erhält 
man — entweder aus den letzteren 
beiden Gleichungen, oder nach der 
Theorie des augenblicklichen Dreh- 
punktes (indem man sich den er- 
zeugenden Ereis mit der Winkel- 
geschwindigkeit -^- um den Be- 

^hmngspunkt N sich drehend denkt, und den daraus für -r- 
sicli ergebenden Werth berechnet) — den Ausdruck: 

rfa== ydx-' + ^y* = '2r sin -^ (Ü9. 

Durch Integration dieser letzteren G-leichung erhält man für die 
Bi^enlänge AM den Werth: 




h'f' 



,1(9= 



r(l-c.4). 



Die Schwerpunktscoordinaten dieses Bogen sind nunmehr zu be- 
iQS den Gleichungen: 



_/xds_ 



_/yds 
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Nach Substitution der Werthe von i und ils nimmt das erste der 
obigen Integrale die Form an: 



jxds = 2r* /((p — sin 9} sin -|-' 



Wenn man in dem Ausdrucke auf der rechten Seite die fol- 
den Subatitutionen ausführt: 

9 — sin 9 ^ H, (1 — cos 9)^9 = )lu, ^^ 



— 2 COS -^ = 



■.<lv, 



und alsdann die partielle Integration ausführt nach der Formel: 



so erhält man für 
= 4,->0 



i- 



fudv = uo — fvdu, 

13 gesuchte Integral die folgeode Gleichung: 
9 — 9) eijs-|--f 8r*/f sin—J c03~-d<f, oder: 



n äet J 



jxda = 4r* j(sin 9—9) cos ■ J + y (sin ^J }■ 

In dem anderen Integrale, welches nach Substitution 

Werthe von // und ds die Form annimmt: 

lf/ds= 2r^ 1(1 — cos 9) sin ^ 1/9, 

hat man zunächst cos 9 — 2 f cos-|-j — 1 zn setzen, und gaiingt 

alsdann zur Bestimmung desselben durch die folgenden Kechnungs- 
schritte : 

Lrfs = 4rM{{— (cos .^) }sin-|-rf9 
/,.. = 8..)y;n(|) . (|)-/(oo. |)%in(|) . (|)f 



h 



-|(»4)' 



Schwerpnnktsbestimmiuigen. 



215 



Nach Snbstitntion der gefandenen Werthe erhält man für die 
gesuchten Schwerpunktscoordinaten die Gleichungen: 

4 / ^ns 



Xn-=rl 



(sin 9 — 9) cos -|- + -g- (sin -|-j 



yo=yr< 



1 — COS -~ 

2-3cos|-+( 



cos 



l)*l 



1 — cos 



9 



Wenn man hierin 9 = 2 tc setzt, so erhält man für die Coordinaten des 

4 

Schwerpunktes der ganzen Cjcloide die Werthe rro = r :i und yo = — r. 

o 

Sohwerpnnkt der halben Ellipsenfläclie. 
Für den Flächeninhalt F ergiebt sich aus Fig. 153 die Gleichung: 



Fig. 153. 
Y 




a 



A 




F= ydx, 

welche nach Substitution des 
aus der Gleichung der Ellipse: 



X 

a 



2 



2 



y _ 






X 



dx 



für die Ordinate y zu entneh- 
-^ menden Werthes die Form an- 
nimmt: 



^ = l|/»-T^ 



x^ (ix. 



Das Integral auf der rechten Seite ist der Ausdruck für den Inhalt 
der Halbkreisfläche vom Halbmesser a. Also ist: 




F= 



a^Tz 



ahiz 



a 2 2 

Um den Abstand des 
Schwerpunktes von der Achse 
AX iVL bestimmen, hat man 
sich die ganze Fläche auf die 
in Fig. 154 angedeutete Art in 
-X Streifen vom Flächeninhalte: 

dF=2xdy 
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zerlegt zu denken und der allgemeinen Schwerpunktsgleiehung ais- 



I Form zu geber 



,^jdF!>=J 



Ixdii .y. 



Wenn man die Gleichung der Ellipse ^iCFerenziirt, so erhält mm 
zur Bestimmung der Oröäse y dii die Gleichung: 
X dx !/ dp ^ Q 

und nach Substitution des hieraus für jene Grösse sich ergebenden 
Werthes nimmt die obige Gleichung die Form an: 



Fy. 



2^1 f. ^ 



Wenn man hierin für F den gefundenen Werth einsetzt, ao erhält 
man für den gesuchten Schwerpunktsabstand die Gleichung: 



welche zeigt, dass dieser Schwerpunktsabstand unabhängig ist von 
der Grösse der Halbachse a. Wenn man a^^b^^r setzt, so er- 
hält man als Schwerpunktgabstand der HalbkreisSäche den Werth 
ir 



Schwerpunkt der ParabeJfläohe. 
Für die Parabel AB, deren Achse mit der Coordinaten-Äcl 
A Y zusammenfällt, gilt nach der in Fig. 155 gewählten Bezeich- 
nungsweise die Gleichung: 



cMe 





Fig 166. 
l 






h^ 


/ 


_^„.. 


— s 


/ 



- dx. 



Mit Benutzung derselben erhält 
man für den Flächeninhalt der 
Figur den Werth: 

F=Uh-,j)dx 



-jj {l'-.r')da-- 
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I Sehwerpunktacoordinate ./„ ist zu bestimmen aus der Glei- 

welche nach Substitution der fftr F und p aus den obigen Glei- 
■rtoDgen zu entnehmenden Werthe die Form annlntint; 



-^klXa =^ 77 / {'* — :r')xd3- , oder: 



rhl>\ 



- -;- : also ist .1 



Cm die Schwerpunktscoordinate ?/o zu bestimmen, hat man sich 
die Fläche auf die in Fig. 156 angedeutete Art in Streifen vom 
Inhalt 3- dif zerlegt zu denken 
^'S- 1^'- und die folgende Gleichung auf- 



k 



Fya = Lrdii.y, 

die Gr 

fundenei 
sind. 
Sleichun 

—r^ j X* dX , 



in welcher für die Grössen y, 
d 1/ undJ' die gefundenen Werthe 
zu substituiren sind. Man er- 
hält dann die Gleichungen: 



rhlDf.- 



'- h'l, oder: _Vo - 



'i^ltniss: 



Sohwerpnnkt der ParaTioIold-Olierfläclie. 
Wenn man in der obigen Gleichung der Parabel das Ver- 



^^tztj so kann man derselben auch die folgende Form geben: 
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Der Inhalt der Päraboloid-Oberfläche, welche von der Parabel be- 
schrieben wird, wenn dieselbe um die Achse A Y gedreht wird, hat 
nach Fig. 157 die Grösse: 



J= / 2jrTC 



ds. 



Für das Bogenelement ds erhält man mit Benutzimg der obigea 
Gleichung der Parabel den Werth: 



ds = ydx'-\-di/' = rf.rj/l + (^)'= dx Kl + ^1 

und nach Substitution dieses Werthes nimmt die vorige Gleichung 
die folgende Form an: 

i 

J==2 7: Ada:V^l+|^ = ||/-|(a« + a:«)*2a; oder: 

Der Schwerpunkt liegt in de: 
Rotationsachse^ und die Höh^ 
desselben ist zu bestimmen au. 
der Gleichung: 




Jyo = 



= j 2x TZ 



yds, 



welche nach Substitution der für ds und y gefundenen Werthe di 
Form annimmt: 

Jy^ = -!^ x^dx Va^-\-x^y oder: 



^Vo = 



TU 



3a 



2 



x^d 



(a* + ^2)*}- 







Wenn man auf dieses Integral wieder die bei der Schwer- 
punktsbestimmung für den Cycloidenbogen benutzte Formel dei 

partiellen Integration anwendet, so erhält man die Gleichung: 

i 



-^l'" = 3^ { ("* + ^'^^ '' ~/^"' + "''^^ '^'"^'' 



, oder: 



Jy. 



= — ( 

3a" I 



Scliwerpankfsbestimmangen. 



in ' 
de 



Nach Substitution des oben gefundenen Werttiea von J nimmt diese 
Gleicliung für y^ aufgelöst die folgende Form an: 



■2 «[(a> + !■)»-„■] 



Sohwerpankt des ellip tischen Paraboloida. 




h 


a' 


b' 


Wenn 


mar 
= 1> 


abkürzungs- 

. b' 
und -j- = q 



Die Durchschnittslinien, in welchen die Oberfläche des in 
Fig. 158 dargestellten elliptischen Paraboloids von den Ebenen 
^XZ und AYZ geschnitten wird, sind Parabeln, und die Glei- 
cbungen dieser Hauptschnitte sind: 



Fig. löS. 



setzt, Bo kann man diesen 
Gleichungen ancli die For- 
men geben: 

M ^^ Vp2, r = V qz. 

Eine in der Höhe s über dem 

Scheitelpunkte rechtwinkelig 

zur Achse A Z hindurchgelegte 

—y Ebene schneidet die Oberfläche 

eiaer Ellipse, deren Halb- 

haen u und r, sind. Um den 

Bauminhalt des ganzen Körpers 

Vi berechnen, hat man sich durch derartige Ebenen den Körper in 

flülptische Scheiben zerschnitten zu denken von der Dicke dz und 

dem Inhalt: 

worauf man durch Integration zwischen den Greozen und k die 
Gleichung erhält: 
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: t: VVI 



-- iz Vpq 




Die Höhe dea Schwerpunktes über dem Scheitelpuokte findet- -«t , 
man aus der Gleichung: d 



indem man darin für dJ den gefundenen Werth aubstituirt. Maa 
«rhält dann die Gleichung: 

Jzg =% vpq I s*ilz, oder: 

Nach Einsetzung des oben fQr J gefundenen Ausdrucks liefert die^ 
Oleichnng für z^ den Werth: 

2 ^ 



Sotawerpaukt des halben ElUpsoids. 
Die Durchschnittslinie, in weleher die Oberfläche dea in Fig. 16^^ 

dargestellten Ellipsoids von der Coordinaten - Ebene ÄXZ ge 

schnitten wird, ist eine Ellipse mit dec^* 

Halbachsen n, c. Die Durchschnitts- 

linie , in welcher dieselbe Ton de^^^ 
Ebene A YZ geschnitten wird, ist ein^^ 
Ellipse mit den Halbachsen h, c. Die 
Gleichungen dieser beiden Hau ptscbnitte 




— ; ^ 1 und 



ii+^ = 



Den körperlichen Inhalt dea halbei 
Ellipsoids findet man auf diesell 
Weise wie bei dem vorigen Falle, in- 
dem man sich dasselbe durch recht- 
winkelig zur Achse AZ hindurchge- 
legte Ebenen in Seheiben von der Dicke ds und dem Raum- 
inhalte: 



Bewegung e 






i materiellen Funkten. 
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dj = uvTzdz 

Mtlegt denkt, worauf mau durch Summation dieser Grössen, oder 
durch lategration zwischen den Grenzen und c, mit Benutzung 
der obigen beiden Ellipsen -Gleichungen den folgenden Werth für - 
/erhält: 



-h 



YV 



— . ' 



/? 






Die Höhe des Schwerpunktes der oberen Ellipsoid- Hälfte über der 
Bbene AXY findet man aus der Gleichung; 



y^o. 



dJ.z, 



Welche nach Substitution des für dJ gefundenen Ausdrncks dift 
Form annimmt: 



->-^j 



s^) sils, oder: JZf, = 



Nich Einsetzung des oben für J gefundenen Ausdrucks liefert diese 
Gleiebung für z^ aufgelöst den Werth: 
3 



1 den Halbachsen a 
1 als Schwetpunkts- 



«batand fQr am Halbäcngel den Werth: s^ — — r. 



i maleriellen Punkten, 



I § 82. 

^H Bewegung eines Systems von z 

P Der Schwerpunkt eines Systems von zwei materiellen Punkten 
r liegt in der geraden Verbindungslinie der beiden Punkte (Fig. 160). 
I Nach den allgemeinen Schwerpunktsgleichungen 1) des vorigen Para- 
graphen erhält man für die Abstände des Schwerpunktes S von jedem 
der beiden materiellen Punkte m^ und m^, indem man ihre Massen- 
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aumme m, + »i^ = M und ihren Abstand pi + p, = p Bebt, die I " 
Werthe: 



■ = M P 



und 



M^ 



Wie man aus diesen Gleichungen die Lage dea Schwerpunktes 
bestimmen kann, sobald die Lage jedes der beiden materielle!»- 
Punkte gegeben ist, so kann man auch umgekehrt, wenn die Lage 

des Schwerpunktes, sowie die Richtung und Länge der Verbindnngs ' 

linie der beiden materiellen Funkt^^ 
gegeben ist, die obigen Gleichungei i. 
dazu benutzen, um die Lage jede gz3 

der beiden materiellen Punkte ir^: ^ 

dieser Verbindungslinie festzu ' 



Fig. IßO. 



In § 69 wurde gezeigt, wi^^ 
man bei zwei materiellen Punkten —m 

welche mit einer anziehenden oder abstossenden Kraft auf ein 

ander gegenseitig wirken, die relative Bewegung des einen Punkte^sS 
in Bezug auf den anderen Punkt bestimmen kann. Es wurd-^-^ 
dort gezeigt, wie man für jeden Wertli der Zeit t den Radius — 
vector der relativen Bahnlinie seiner Richtung und Grösse nach be — 
stimmen kann. Wäre ausserdem noch die jedesmalige Lage de f 
Schwerpunktes gegeben, so würden damit auch die absoluten Ort -< 
der beiden materiellen Punkte für jeden Werth der Zeit bekann- ' 
sein. Zur vollständigen Lösung der Aufgabe: betreffend die Be- '^ 
Stimmung der absoluten Bewegungen der beiden materiellen Punkt^^^i 
ist es also nur noch erforderlich, das Gesetz des Schwerpunktes hin — 
zuzuziehen. 

Aus den gegebenen Anfangslagen und Anfangsgeschwindig 

keiten der beiden materiellen Punkte können die Anfangslage unc3 
die Anfangsgeschwindigkeit ihres gemeinschaftlichen Schwerpunkt*. 
berechnet werden mittelst der Gleichungen 

M-tg ^= m, jr, -j- »lg Xj , 

Ml/o =»Mi//i + »hUl! 

MsTq = m^ 2, -j- »Hg ?2 , 
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Wenn keine äussere Kräfte vorhanden aind, d. h. wenn die 
Bewegung des aus den ■ beiden materiellen Punkteu bestehenden 
■Sjätema ausschliesslich unter Einwirkung der anziehenden oder 
abstossendeo Kräfte erfolgt, mit weichen dieselben auf einander 
^'egenaeitig wirken, so ist die Bewegung ihres gemeiBschaftlicheu 
Schwerpunktes eine geradlinige und gleiebförmige. Es kann daher 
die vom Schwerpunkte in jeder von den drei Achsenrichtungen 
znrückgelegte Wegeslänge für jeden Wertb der Zeit t berechnet 
Karden nach der für die geradlinige gleichförmige Bewegung gel- 

rden Formel: 
Wegeslänge = Geschwindigkeit ma! Zeit, 
ludem man dann durch den auf solche Weise bestimmten 
Ort des Schwerpunktes eine gerade Linie legt, deren Richtung 
übereinstimmt mit der aus der Theorie der relativen Bewegung 
bekannten Richtung des Radiuavectors der relativen Babnlinie, und 
die gleichfalls aus jener Theorie bekannte Grösse p dieses Radius- 
vectors in die beiden Theile p, und p^ zerlegt, deren Grössen aus 
den im Anfange dieses Paragraphen anfgestellten Gleichungen zu 
bestimmen sind, findet man die absoluten Orte der beiden mate- 
riellen Punkte. 

^^ Zu den möglichen Verschiebungen eines Systems von mate- 
"riellen Punkteu gehört jedenfalls auch die in einem bestimmten 
Zeitelemente erfolgende wirkliebe Bewegung desselben. Die in 
§ 73 gefundene, aus der Verbindung des Princips der virtuellen 
Geschwindigkeiten mit dem d'Älembert'schen Principe hervorge- 
gangene allgemeine Gleichuug. in welcher die unendlich kleinen 
Grössen 5x, S//, 8^ irgend welche tingirte mögliche, d. h. mit 
den vorgeschriebenen Belinguagsgleichiingen vereinbare, Verschie- 
bungen bedeuteten, kann daher in jedem Augenblicke auch ange- 
wendet werden auf die in dem nächstfolgenden Zeitelemente dt 
von dem System wirklich ausgeführte Bewegung. Wenn man 
diese in der Zeit dt von den materiellen Punkten wirklich aus- 
geführten Bewegungen zum unterschiede von jenen fingirten Ver- 
Bchiebungen mit dx, dy, dz bezeichnet, so nimmt die Gleichung 
~" ä 73 folgende Form an: 



§83. 
Princip der lebendigen Kraft. 




2) /2(. 



o=sJ(.y-»^"-^)..+(f- 
1) 2.iXtix + jrd!/ + zd^) = 

and wenn man auf beiden Seiten die Integtation nach der Zeit t 
ausführt, so erhalt inaD die Gleichung: 

S(i J, + Ydy + Zd.) = /2{™(''"^"i+i^^t+^^)}. 

Diese Gleichung unterscheidet sich nur durch das Summations- 
zeichen von der in § 45 gefundenen Gleichung. Der auf der linken 
Seite unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck bedeutet die 
Summe der von den wirkenden Kräften an den einzelnen materiellen 
Funkten während der Zeit <lt verrichteten mechanischen Arbeiten, 
und der auf der rechten Seite unter dem Integralzeichen stehende 
Ausdruck bedeutet die Summe der während der Zeit dt hervor- 
gebrachten Zunahmen an lebendiger Eraft. Nach der in § 45 an- 
gewendeten Bezeichnungaweise kann mau der obigen Gleichung auch 
i einfachere Form geben: 

oder: ^^1 



3) j',Z5CSI)=|<i^(»--) 

4) .(W, = .("^)_.(^) 



und erkennt daraus, daas der in § 46 für den einfachen materiellen 
Punkt bewiesene Satz, nach welchem die Zunahme der lebendigen 
Kraft stets gleich der von den wirkenden Kräften verrichteten 
mechanischen Arbeit ist, auch für ein beliebiges System von mate- 
riellen Punkten gültig ist. In gleicher Weise wird es sich zeigen, 
dass die im Änachluss an den in § 45 bewiesenen Satz in § 46 für 
den einfachen materiellen Punkt gegebene Definition des Begriffs 
der „Kräfte-Pimction" ebenfalls übertragen werden kann auf ein 
System von mehreren materiellen Punkten. 

Wenn die Gesetze, nach welchen die auf das System wirken- 
den Krllfte mit der Lage desselben sich ändern, so beschaffen sind, 
dusü die Seitenkräfte X^, F^, Z^, Xg, Y^ . . . resp. die nach den 
Coordiuaten x,, ij,, z,, Xt, y^ . . . genommenen partiellen Diffe- 
reniial-Quotienten einer Kräfte- Function ü bilden, d. h. wenn eine 
Funotioti ; 
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eiistirt, welche 
dingungsgleichun 



P so 



beachaffea ist, dass dieselbe den folgeaden|Be- 
en Genüge leistet: 
(W _ 
dx^ ~ 
du _ 

du 



■-y^, 



— =Y 

dU 



dz. 



so ist der io Gleichung i) auf der linken Seite unter dem lutegral- 
leichen stehende Ausdruck als das totale Differenzial dieser Grösse TT 
lu betrachten, und man kann jener Gleichung auch die folgende 
Form geben: 

In dieser letzteren Gleichnng bedeutet U„ den Werth, welcher für 
Üe veränderliche Grösse U aus Gleichung 5) sich ergiebt, wenn 
äflrin für die Coordinaten die der Anfangslage des Systems ent- 
sprechenden Werthe aubstituirt werden. 

Es lässt sieh nun nachweisen, daas eine solche Kräfte-Punetion 
— welche anch das „Potential" genannt wird — immer eiistirt, 
fenn das System ausschliesslich unter Einwirkung von anziehenden 
oder abstossenden Kräften 
'^' , sich bewegt, welche zugleich 

* K Functionen der AbstElnde 

sind; und es soll zunächst 
für ein aus zwei materiellen 
Punkten bestehendes System 
dieserBeweis geführt werden. 
Wenn K die (positive 
oder negative) Kraft ist, 
mit welcher die beiden 
materiellen Punkte auf ein- 
ander gegenseitig wirken 
(Pig. 161), so hat nach 
dem in § 73 Gleichung 4) enthaltenen Satze die von den Seiten- 
biften der beiden Kräfte K während der Zeit dt verrichtete 
Arbeitasumme die Grösse: 

+ X, dx, + Y, d), + Z, de, /—-"'"■ 

', AlulfÜBclie MBcbulk. a. Anll. Jg 
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Der VorauBaetzung nach sollte die Kraft K eine Function dea i 
atandeB / sein. Wenn diese PuDction mit /' {1} bezeichnet wird, 
nnd/CO diejenige Function ist, von welcher/' (l) die abgeleitete 
Function bildet, so ist U=/(l) die gesuchte Kräfte -Function. 
Denn nach Fig. 161 ist: 



dl X, — X, , 

- — = - - - ' - — , odei 

,ix, y(^^-ar,y^{in-!i,r-\-iz, -s,y 



ergiebt I 



Für den partiellen Differenzial-Quotienten von U nach *, 
aich also der Werth: 

dU du dl .,„sf-'\—Xt\ A <'^ IT r 

-T — ^—-■- — =/'{()( — -" 1 oder: -,— = A cos a^Ii ■ 

Auf gleiche Weise findet man, dass die nach den anderen 5 Owr- 
dinatön genommenen DifTerenKial- Quotienten von ü die anderen 
5 Seitenkräfte darstellen. 

So z, B. würde für ein Öptem von zwd m uteri dl pti Punkten, welche müIi 
dem Newton'acheii Gravitationsgcsotie auf eiuander wirken, die Ktäfte-Fi 
oder dän Potcntiil dargestellt durch den Änsdrack: 



r= 



1 



in welciiem mit m, , ih, die MAssen der beiden materiellen Punkte heHiekiUt 
sind, mit p ihr Abatand und mit k die Anziehungskraft, welche die MssBeEins 
auf die Masse Sine im Abslande Ein« ausQbt. 

Die Arbeit, welche von den beiden Anziehnngakräfteo bei dem Ueber- 
gange des SjeteiiiB aus dem Abstände pg in den Abstand p verricht«! vii^i 
hat alao die Grässe: 



Wenn man hierin p, r=: a^o setzt, so erbalt mau für dir^se mechaniache Arbei' 
den Werth: 

9) a = ^"'' --' = u. 

p 

Die Gröioe U kann daher auch definirt werden als diejeuige mecbaniMbe ^^ 
beit, welche die Anziehungskräfte verrichten würden, wenn die beiden o»''' 
riellen Punkte aus unendlich grosser Entfernung in die dem Abstände p >"'' 
eprachende Lage übergingen, und da: 

10) K=k.'-!^^' 

die Kraft ist, mit welcher die beiden materiellen Punkte einander anritliWi 
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so kann man dem obigen Ausdrucke für dieaeJA.rbeit auch die folgende Form 

11) 91 = £rp. 
Für ein Syatem, welches aug zwei solchen Paaren voü mate- 
riellen Punkten wie das in Pig. 161 dargestellte besteht, ist die 
gesuchte Kräfte-Fanction: 

Ü= V ^ U" 
zu setzen, wenn mit ü' die Kräfte-Function für die beiden Kräfte 
des ersten, mit U" die Kräfte-Function für die beiden Kräfte dea 
zweiten Paares bezeichnet wird; deno es ist: 

dU" „ , dU dV ^ 
-j— = und ^— — ^ — = X, , 

lu welcher letzteren Gleichung man auf dieselbe Weise wie bei 
dem vorigen Falle gelangt. 

Für ein System voa beliebig vielen materiellen Funkten, 
"eiche auf dieselbe Art wie bei den vorigen Fällen paarweise mit 
einander durch Wechselwirkung verbunden sind, würde die Kräfte- 
Function oder das Potential darzustellen sein durch den Ausdruck: 

t/= [/' + U" -\- U'" -\-..., 
in welchem jedes der einzelnen Glieder auf der rechten Seite die 
Kräfte-Function bildet für die beiden Kräfte, welche bei einem 
solchen Paare von materiellen Punkten thätig sind. Der Fall, in 
welchem einzelne von den materiellen Punkten zugleich mehreren 
aolchen Paaren angehören, ist dabei nicht ausgeschlossen. Eben- 
_ sowenig der Fall , in welchem für 

^' "■ eioige von den materiellen Punkten 

,f die Bedingung der ünbeweglichkeit vor- 

geschrieben ist. Es existirt daher eine 
Kräfte-Function in allen solchen Fällen, 
wo die Kräfte, unter deren Einwirkung 
das System sich bewegt, anziehende 
oder abstossende Kräfte sind, welche 
Functionen der Abstände sind und ent- 
weder von festen Punkten ausgehen oder 
von den materiellen Punkten des 
Systems auf einander gegenseitig aus- 
' geübt werden. In allen solchen Fällen 
Zunahme der lebendigen Kraft nach Gleichung 7) be- 
leehnet werden. 




^^ehnet wert 
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Das Potential eines Systems von drei (als materielle PunH« 
gedacbten) Massen m,, m,, m^, welche nat'b den Newton'schei 
Gravitatioosgesetze aufeinander wirken, hat nach Fig. 162 die GrtsM 

12) U==k. '"' •'"' 4- 

und das Hinzutreten eines vierten materiellen Punktes t3I 
Masse [j. bedingt eine Zunahme des Potentials um die Grösse: 

13) At?=i.!^-"'+*.!^"i+i.tii. _ 




Polen« al einar homogenen Kugel. 

Das Potential eines Systems von beliebig vielen materiell« 
Punkten, welche nach dem Newton'achen Gesetze einander gegei 
seitig anziehen, kann nach der im vorigen Paragraphen gegeben« 
Erklärung definirt werden als die Summe der mechanischen Arbeite 
welche diese Anziehungskräfte verrichten würden, wenn die materiell< 
Punkte aus unendlich grossen Abständen in die gegebene La; 
übergingen. Wem also mit ü das Potential eines Systema von 
materiellen Punkten bezeichnet wird, so ist der Zuwachs lU, we 
eben die Grösse U durch Hiozufiignng eines (« + I)ten materielle 
Punktes erhalten würde, gleich der Summe der mechanischen Ä 
beiten, welche die von den einzelnen materiellen Punkten des ganz< 
Systems auf den letzteren ausgeübten Anziehungskräfte Terricht 
würden, wenn derselbe aus unendlich grosser Entfernung in die g 
gebens Lage überginge. 

Nach § 45 wirkt eine aus homogenen concentriscben Schicht 
lusam mengesetzte Kugel auf einen ausserhalb befindlichen mal 
tiellen Punkt gerade so, wie wenn die Masse der Kugel im Mitb 
punkte derselben concentrirt wäre, und nach Gleichung II) d 
Vm'igeii Purngraphen ist die mechaniscbe Arbeit, welche die Ä 
liehungiikruft der Hngel verrichten würde, wenn der materielle Pun 
Aun uuündUdi grosser Entfernung bis zur Oberfläche der Kugel si 
bt)Wegta, SU berechnen aus der Gleichung: 

a = mVgf, 
bt w«lchftc p den Halbuiosaer der Kugel, und D;/ die Fallbeschle 
iu^uu|{ au du' OberllAche derselben bedeutet. Das Potential ein 
Kugel Vüu ii«r MuMse M mit dem Halbmesser p würde also dur 



Potential c 



r hoinog-enen Kugel. 



Hininfügnng eines an der Oberfläche derselben befindlichen mate- 
riellen Punktes von der Masse m, nach Gleichung 13) des vorigen 
Paragraphen, den Zuwachs erhalten: 

[ndem man hierin dM statt m und d ü statt A ü setzt, erhält man 
die Differenzialgleiehung: 

Die neu hinzukommende Masse dM Itann man sich auch als Masse 
einer Oberflächenscbicht von der unendlich kleinen Höhe df denken 
(Fig. 163). Wenn also _mit y 



Fig. 183. 



die Dichtigkeit im Abstände p 
vom Mittelpunkte bezeichnet wird 
in einer aus homogenen cou- 
centrischen Schichten zusammen- 
gesetzten Kugel vom Halbmesser 
r, so ist: 

zu setzen. Das Potential der 
ganzen Kugel vom Halbmesser 
r ist also zu berechnen aus der 
Gleichung: 

U^i%^ /■Vbp'iip. 



Wenn mit Ng die Fallbeschleunigung an der Oberfläche der ganzen 
Kugel bezeichnet wird, so ist nach § 45 für eine homogene 




*a setzen. Unter Voraussetzung constanter Dichtigkeit erhält man 
itso ffir das Potential der Kugel die Gleichung: 



r/= i''!^ /"p.rfp, „der: 



17=^ —TzfNgir*. 

*^r die Masse der ganzen Kugel ergiebt sich aus obiger Voraus- 
flBtamg der Werth: 
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and das Gewicht, welches diese Masse e 
würde, hat die Grösse; 



der Erdoberfläche befliben 



Eieroach kann man dem oben ffir das Potential gefundenen Aus- 
drucke auch die folgende einfachere Form geben: 



Wenn der Halbmesser von ^o bis r abnähme, so würde di* 
von den Gravitationskräften bei dieser Contraction verrichte'^« 
mecbanische Arbeit zu berechnen sein aus der Gleichung: 



welcher man nach Substitution des aus dem Newton'scheu Gra.- 
vitationsgesetze zu entnehmenden Werthes: N^Ng— auch iiß . 
folgende Fonc g:eben kann: 

31= l PAVo(--0- 

5 " " \ r / 

Bei einer Contraction bis auf die Hälfte des ursprüngliche D 
Halbmessers wird also von den Gravitationskräften eine Arbeit 
verrichtet, welche dieselbe Grösse hat wie der urapränglicl*e 
Potentialwerth. 



§ 85. 



; Syslen 



Man kann die Geschwindigkeit jedes einzelnen zu dem Sy 
steine gehörigen materiellen Punktes betrachten als zusammeri' 
gesetzt aus zwei Seitengeschwindigkeiten, von denen die eine ihre'' 
Grösse und Richtung nach gleich der Geschwindigkeit ist, na**' 
welcher der Schwerpunkt des Systems sich bewegt, und die ander® 
mit der relativen Geschwindigkeit des materiellen Punktes in BeztJg' 
auf den Schwerpunkt übereinstimmt. Nach § 22 und § 69 ist (Ji* 
relative Geschwindigkeit eines Punktes in Bezug auf einen zweite" 
Punkt aufzufassen als relative Geschwindigkeit in Bezug auf elDä" 



A 
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fortschreitenden Kaum, dessen Bewegung mit der des zweiten 
Punktes äbereinatimmt. Weon man aich also durch den Schwer- 
pnnkt des Systems drei rechtwinkelig zu einander stehende Coor- 
dinateo-Ächsen von unveränderlichen Richtungen gelegt denkt, und 
mit ?, 7], ^ die Coordinaten eines der materiellen Punkte in Bezug 
auf dieses mit dem Schwerpunkte fortschreitende Coordinaten- 

Sjstem bezeichnet, so sind -J^ , --r-, -37 die drei Seitengeschwin- 

digkeiten seiner relativen Geschwindigkeit c, und die letztere ist 
zu bestimmen aus der Gleichung: 



1 



' \dt) '^\dt) ^\dt) ' 



Wenn femer mit aT,,, */j, z^ die Coordinaten des Schwerpunktes 
bsieicbnet werden in Bezug auf ein festes Coordinaten- System, 
dessen Achsen reap. mit den drei Achsen jenes beweglichen Coor- 

dinaten-Systems gleiche Richtungen haben, so sind —jf, --iy-, —77- 

die drei Seitengeschwindigkeiten des Schwerpunktes, und die Ge- 
schwindigkeit M, mit welcher der Schwerpunkt sich bewegt, ist zu 
beätimmen aus der ü-leichung: 

»■=(^)'+m+(1^)- 

I^an erhält hiernach für die drei Seiten geschwind ig keiten des 
materiellen Punktes die in Fig. 161 angegebenen Werthe und für 
die lebendige Kraft des ganzen Systems den Ausdruck: 

oder: 

KT)=T-W + <^)+t - (•"§)+^ <»S) 

^Pbich der Lehre vom Schwerpunkte ist jedes der drei letzten 
"Glieder gleich Null. Man kann daher, indem man die ganze 
Massen-Summe des Systems mit M bezeichnet, der obigen Glei- 
chung auch die folgende einfachere Form geben; 
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Diese Gleichung zeigt, dass die lebendige Kraft eines Systemf 
von materiellen Punkten immer aus folgenden zwei Theilen siel 
zusammensetzt: der eine Thei: 
F'K- Iß*- ist die lebendige Kraft, wel- 

^^ jf che das System besitzen würde, 

wenn die ganze Massen- Summe 
desselben im Schwerpunkte 
concentrirt wSre ; der andere 
Theil ist diejenige lebendige 
Kraft, welche das System be- 
sitzen würde, wenn die re- 
lativenGeachwindigkeiten der 
materiellen Punkte in Bezug 
auf den Schwerpunkt die wirk- 
liehen Geschwindigkeiten 
wären, also diejenige lebendige 
Kraft, welche das System be- 
sitzen würde, wenn der Schwerpunkt desselben im Ruhezustände aict 
beßnde. Oder kürzer ausgedrückt: 

Die totale lebendige Kraft des Systems setzt sich zusammec 
aus der lebendigen Kraft, welche der Schwerpunktsbewegung ent- 
spricht, und der lebendigen Kraft, welche der relativen Bewegung 
in Bezug auf den Schwerpunkt entspricht. 



z 
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Prtncip der Erhaltung der lebendigen Kraft. ^^^ 

Die sämmtlichen Kräfte, welche auf ein System von msts' 
riellen Punkten wirken, können in zwei Gruppen zerlegt werdea 
die Gruppe der inneren Kräfte und die Gruppe der äusserei 
Kräfte. Zu der ersteren gehören alle diejenigen Kräfte, welch« 
die materiellen Punkte des Systems auf einander gegenseitig aus- 
üben, zu der letzteren alle diejenigen Kräfte, deren Ausgangspunkt« 
ausserhalb des Systems liegen (oder wenigstens dem Systeme nichi 
angehören). Wenn mit 3Ii die von den inneren Kräften, mit ?f, 
die von den äusseren Kräften verrichtete Arbeit-Summe bezeichnet 
wird, und zugleich für die lebendige Kraft des Systems der in 
vorigen Paragraphen gefundene allgemeine Ausdruck eingeführi 
wird, so nimmt die Gleichung der lebendigen Kraft die folgend« 
Form an; 
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r^ 

T lussere Kräfte die Geschwindigkeit dea Schwerpuuktea verändert 

I "erden taou. Wenn also ?(„ = ist, so wird u ^ Uf,. Dieser 

I Pill tritt unter anderen dann ein, wenn überhaupt nur innere 

I Kräfte vorhanden sind. In diesem Falle ist also: 



.(^)_.(™l). 



^enn zugleich die inneren Kräfte von solcher Beschaffenheit sind, 
dass für dieselben eine Kräfte-Punction existirt, so kann man nach 
§83 der obigen Gleichung auch die folgende Form geben: 

Diese Gleichung zeigt, dass die lebendige Kraft der relativen Be- 
legung vermindert um den der Lage des Systems entsprechenden 
W"ertb der Kräfte- Fanction eine unveränderliche Grösse bildet. Für 
den Fall, dass die constante Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
gleich Null ist, gilt der gleiche Satz für die wirkliche lebendige 
Kraft des Systems. 

Wenn das System aus sämmtlichen im Universum vorhan- 
denen materiellen Punkten besteht, so sind sämmtliche vorhandene 
Kräfte als innere Kräfte zu betrachten, und wenn man zugleich die 
Annahme macht, dass es keine andere Kräfte giebt als anziehende 
oder abstossende Kräfte, welche Functionen des Ortes sind, so würde 
aus der obigen Gleichung folgen: dass die gesammte im Universum 
Vorhandene lebendige Kraft vermindert um den der Lage der mate- 
rteilen Punkte entsprechenden Werth der Kräfte-Function eine un- 
veränderliche Grösse hat. Wenn man ü ^ üf, setzt, so wird: 

^^ würde also die gesammte im Universum vorhandene lebendige 
Kraft wieder den Werth annehmen, welchen dieselbe in irgend einem 
^Is Anfangspunkt gewählten früheren Zeitpunkte hatte, sobald die 
sirnmtlichen vorhandenen materiellen Punkte einmal wieder in ihre 
anfängliche Lage zurück gelangten. 
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Fig. 165. 



§ 87. 
Stoss elutischer Körper. <--■-«'•- •i,,XW^'^»*^ 

Bei dem geraden centralen Stosse eines Körpers gegen einen 
anderen Körper entateht an der Berübrungsstelie zwischen den 
beiden Körpern ein Druck, welcher in 
dem Maasse zuntmint, wie die Zusam- 
mendröcliung fortschreitet, oder wie die 
Schwerpunkte der beiden Körper ein- 
ander näher rücken (Pig. 165). Annähe- 
rungsweise darf man annehmen, dass 
dabei die Schwerpunkte der beiden Kör- 
per sieh bewegen wie zwei einfache materielle Punkte, welche ein- 
ander gegenseitig abstoasen mit einer Kraft, deren Grösse als eine 
Function des Abstandes der beiden Punkte zu betrachten ist. Diese 
abstossenden Kräfte sind in ßenug auf das aus den beiden Körpern 
zusammen genommen bestehende System von materiellen Punkten 
als innere Kräfte anzusehen; ea kann daher durch sie die Ge- 
schwindigkeit ihres gemeinschaftlichen Schwerpunktes nicht ver- 
ändert werden. 

Wenn mit j«j, Wj die Maasen der beiden Körper, und mit 
«i, Dg die Geschwindigkeiten bezeichnet werden, welche dieselben 
vor dem Stosse besassen, so ist die unverändert bleibende Geschwin- 
digkeit u ihres gemeinschaftlichen Schwerpunktes zu bestimmen aus 
der Gleichung: J^H 

ZIVI mit>, -|-m,v, ^^M 

m^v^ -\- m^v^ = (m, +'«a)"i oder: u ^= ■ - — r - — ^-^--^^^ 

Wären die beiden Körper so weich und unelastisch, wie es er- 
forderlich ist, um die Annahme zu rechtfertigen, dass die an der 
Berübrungsstelie eingetretene Zusammendrückung eine bleibende ist, 
daas also nach der Zuaammendrückung gar keine Wiederausdehnung 
stattfindet, so würde jene Geschwindigkeit u zugleich die gemein- 
schaftliche Geschwindigkeit sein, mit welcher die beiden Massen 
nach dem Stosae ihre Bewegung weiter fortsetzen. In diesem Falle 
entateht ein Verlust an lebendiger Kraft von der Grösse: 



S = ™>^H 



-(.",+'".)" 



oder: 






StOHs elastischer Körper 
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Wenn dagegen die beiden Körper während ihrer Berührungsdaner 
wie YoUkommeD elastische Körper sich verhalten , d. h. wenn die- 
selben nach dem Augenblicke der grössten Zusinnmendrückung in 
ihre ursprünglichen Formen vollständig wieder zurückkehren, so 
darf man annebmen, dass die Grösse des Druckes die nämlichen 
Wetthe, welche dieselbe während der zunehmenden Zusammeo- 
drückung nach und nach angenommen hatte, bei der Wiederaus- 
debnung nachher in umgekehrter Reihenfolge wieder durchläuft, 
das9 also die Schwerpunkte sich bewegen wie zwei materielle Punkte, 
für deren gegenseitige Äbstossungstraft eine Kräfte- Function existirt, 
und auf deren Bewegung das im vorigen Paragraphen erklärte 
Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft Anwendung findet. Es 
muss daher in dem Äugenblicke, wo der Abstand der beiden Punkte 
wieder dieselbe Grösse erreicht, welche dem Momente der ersten 
Berührung entsprach, auch die Summe der lebeodigen Kräfte wieder 
denselben Werth annehmen. Man erhält also für die Geschwindig- 
keiten Ci, Cj, mit welchen die beiden Massen nach dem Stosse ihre 
^^ewegungen fortsetzen, die Gleichungen: 

^ ~2 ^ ~2~ ~ ~2~ ~^ ~ir ' 

Die erste drückt das Gesetz des Schwerpunktes, die letztere das 
Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft aus. Durch Auflösung 
dieser Gleichungen erhält man für die Geschwindigkeiten, welche 
die beiden Körper nach dem Stosse besitzen, die Werthe: 



1 



' Wenn nji=mj ist, sa wird e, ^ iJj und c, 

zwei gleich grosse elastische Maeecn bei geradem 
achwindigkeiten gegen einander Bosfauachen. 

""-^=0 wird r, = r. nnd c.^2v, — v., 



1 + T 






nimmt aki 



vird C] =: Pi nnd c,^2p, — p„ and wenn zugleich Pj^O 
= 2vi. Eine vor .dem Stoese rahende anendlich kleine 
beim Stoue die doppelte OeBchwindigleit der stouenden 



Setzt man - 



wird c^ = r,-2 (p, - v,) und c, =^ r, ; wenn lo- 

gleich r, ^0 war, ao wird Ci — — tfi und c, = 0. Eine elastische Kugel, 

irekhe mit der Geschwindigkeit t\ rechtwinkelig gegen eine nnhewegliche 

Lffandflfiahe atösst, springt mit gleich grosser Geschwindigkeit in entgegenge- 

ittoT Kabtun g zurück. 



^^ 



I 



Die oben gefundenen Gleichungen dürfen aneh in dem Fal J 
noch als gültig betrachtet werden, wenn die Stosskraft. mit we— « 
eher die beiden Körper auf einander fregeoseitig einwirken, nicIÄ 
durch directe Berührung, sondern durch Vermittelung eines g^* 
wichtlosen Fadens von dem einen auf den anderen übertragen wir** 
Wenn die Geschwindigkeit !', der vorausgehenden Masse »m, grosses 

! die Geschwindigkeit r, der nachfolgenden Masse »»j, so wii 
der die beiden Körper verbindende, anfangs im schlatfen Zustand^ 
_, befindliche Faden nach und nach ge^ 

^j radlinlg ausgestreckt, gespannt und aus^ 
* gereckt werden (Fig. 166). Falls dab(^ 
'' / /''^tO der Faden als ein vollkommen elasti 
■"' scher Körper sich verhält — wie z. B- 

an nähernngs weise bei einem Kautschuk faden vorausgesetzt werder 
dürfte — so wird derselbe nach dem Ausrecken wieder auf sein^ 
uraprflngliche Länge sich zusammenziehen, und die Geaehwindig — 
keiten, mit welchen die beiden Massen alsdann ihre Bewegungei^^ 
fortsetzen, sind nach den oben für c■^ und c^ gefundenen Gleichungen^ 
zu berechnen. Wenn dagegen der Faden als ein vollkommen un- 
elastischer Körper nach dem Ausrecken in seinem verlängerten Zu — 
Stande bliebe ~ wie z. B. annäherungsweise der Fall sein wurde - 
wenn statt des Kautschukfadens ein Uleidraht die beiden Körper 
verbände ■ — so würden beide mit der Geschwindigkeit m, welche 
ihr gemeinschaftlicher Schwerpunkt vorher besass, ihre Bewegungen^ 
fortsetzen. 

§ 88- 
Freie Bewegung einer Kette von matBrisllen Punkten. 

Denkt man sich eine grössere Anzahl von kleinen Kugeln zi^ 
einer Reibe vereinigt, in welcher je zwei benachbarte Kugeln auÄ 
die in Pig. 166 dargestellte Art durch einen gewichtlosen unaus — ' 
dehnbaren Faden mit einander verbunden sind, so gelangt maiu-« 
annäherungsweise zu der Vorstellung eines linear angeordneten-* 
Systems von materiellen Punkten, für welches die Bedingung vor — 
geschrieben ist, dass der Abstand zwischen den benachbarten ma — 
teriellen Punkten eine gewisse durch die Länge des verbindenden 
Fadentheiles gegebene Grösse nicht überschreiten kann. Wenn die- 
Massen der materiellen Punkte gleich gross sind, und die Faden— 
theile, durch welche je zwei benachbarte materielle Punkte mit ein- 
ander verbunden gedacht werden, überall dieselbe Länge haben, so 



Freie Bewegung e 



r Kette t 



I materiellen Punkten. 
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feann man das System als eine vollkommen biegsame Kette be- 
trachten, deren Masse um so mehr als stetig und gleichförmig ober 
di« Länge derselben vertheilt angesehen werden darf, je kürzer die 
verbindenden Fadentheile und je kleiner die Massen der materietleß 
Punkte sind. 

Da die materiellen Punkte der Kette keinen BauiQ einnehmen, 

und einer Vermindeniog des Äbatandes zwischen zwei benachbarten 

materiellen Punkten durch den verbindenden Fadentheil kein Hinder- 

niss entgegengesetzt wird, so kaon die ganze Kette oder auch ein 

beliebiger Theil derselben zeitweise in einem Punkte coneentrirt 

gedacht werden. Ebenso ist der Fall denkbar, dass ein Thell der 

Kette geradlinig ausgestreckt ist, während der ganze übrige Theil 

in einem Punkte coneentrirt sich befindet. Auch ist die M^licb- 

keit nicht ausgeschlossen, dass der geradlinig ausgestreckte Theil 

bereits eine gewisse Geschwindigkeit v in seiner Llngenrichtung 

Pig, jßj_ besitzt, während der ganze 

gx übrige in einem Punkte A 

j^ S " ~^*^^_ concentrirte Theil noch 

t ' ' 'x' ' i ' ' "^ '''"'* f im Ruhezustande sieh be- 

^ *■_ ^ i fi„jlgt (Fig. 167). In die- 

aam Falle werden an der Uebergangsstelle die vorher ruhenden ma- 
(«riellen Punkte einer nach dem anderen ruckweise in die Bewegung 
iiineingerissen , und die vorher schlaffen Verbindungsfäden dabei 
jedesmal geradlinig ausgestreckt. Wenn es zulässig ist, den Faden 
dabei als vollkommen unelastisch zu betrachten, so darf man an- 
nehmen, dass in dem bereits geradlinig ausgestreckten Thelle die 
Abstäode zwischen den benachbarten materiellen Punkten unver- 
ändert bleiben, also sämratliche materielle Punkte mit gleich grosser 
Geschwindigkeit v sich bewegen, während an der Uebergangsstelle 
il'e Geschwindigkeiten der materiellen Punkte sprungweise von Null 



Da die Kräfte, welche von den einzelnen materiellen Punkten 
durch Vermittelung des Fadens auf die Nachbarpunkte übertragen 
"erden, in Bezug auf das ganze System als innere Kräfte zu be- 
trachten sind, so kann durch sie dem Schwerpunkte des ganzen 
Systems keine Geschwindigkeitsänderung ertheilt werden. Wenn 
mit L die Länge der ganzen Kette, mit x die Länge des bereits 
io Bewegung begriffenen Theiles und mit y ^^^ i" jeder Längen- 
fiiiheit der Kette enthaltene Masse bezeichnet wird, so ist der Ab- 
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stand Xg des Schwerpunktes der ganzen Kette von der Uebergang! 
stelle A zu bestimmen aus der Gleichung: 



liernacÄTl 

90 18^1 



yLxo = yx--^, oder: ^Tj^gT' 

Für die Geachwiiidigkeit des Schwerpunktes erhält man hieruacKTl 
den Werth: 

dxg ^^ X dx X 

~dr~TTt~T''' 

Da diese Grösse während der Bewegung unverändert bleibt, soT 

X a , a 

--r- V ^ ^^c. oder: u = ^ e 
L h X 

zu setzen, wenn mit a die anfängliche Länge des in Bewegun 

begriffenen Theiles und mit c dessen Anfangsgeschwindigkeit h^si 

zeichnet wird. 

Um die Grössen x und v als Functionen der Zeit t darzi^ ' 

dx 

stellen, hat man in der letzteren Gleichung « = ■-- zu setzen nm<I 

hierauf die Integration auszuführen. Mau gelangt dann zu dac 
folgenden Gleichungen: 



acdt, j xdx = ac I d 
x= Va*4-2act. 



Nacb Substitution des letzteren Ausdrucks nimmt die oben 
gefundene GJeichung die Form an; 



< 



Ya^-\- lad 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass selbst bei unendlicb 
grosser Länge des anfangs im Ruhezustande befindlich gewesenen 
Theiles der Kette die Bewegung unaufhörlich fortdauern, und die 
vom Yorderende der Kette zurückgelegte Wegealänge über alle 
Grenzen hinaus wachsen würde; denn erst für t^rx> wird v^=Q, 
und zugleich wird für diesen Werth von ( die Länge des in Be- 
wegung begriffenen Theiles unendlich gross. 

Mx x = L wird v = -p, und die lebendige Kraft der Kette 

erreicht in diesem Zeitpunkte die Grösse; 



r 



2 



i materiellen Paukten. 



yac' a 



Iq Anfange, als x = 
die Grösse: 



1 war, hatte die lebendige Kraft der Kette 



K 



yac- 



ir den Verlust an lebendiger Kraft ei^iebt sich hiernach der Wertb: 



-£ = 



r 

^F Da in dem bereits geradlinig ausgestreckten Theile der Kette 
Keine LäDgenänderungen und Biegungen vorkommen, so sind die 
obigen Gleichungen auch dann noch als gültig zu betrachten, wenn 
man sich an die Stelle des im Anfange schon in Bewegung begriffen 
Und geradlinig ausgestreckt geweseneu Theiles der Kette eine 
geradlinige Stange gesetzt denkt — vorausgesetzt, dass die Masse 
pro Längeneinheit für diese Stange dieselbe Grösse hat wie für die 
Kette, nämlich die Grösse y. Wenn dagegen die in jeder Längen- 
einheit der Stange enthaltene Masse gleich n . y ist, und mit l die 
LELnge der Stange bezeichnet wird, so ist « = « , ; die Länge eines 
Kettenstücks von gleicher Masse, und es geschieht die Bewegung 
der Kette genau auf dieselbe Weise, wie wenn der anfangs gerad- 
linig ausgestreckte, die Anfangsgeschwindigkeit c besitzende Theil 
der Kette die Länge a =^ nl ^ l -\- (n ^ 1)1 gehabt hätte, in 
welchem Falle der vordere Endpunkt der Kette von dem Ausgangs- 
punkte A stets um 



Fig. 168. 



.AnrM... 



^"wher die oben gefundenen Gleichungen auch in diesem Falle noch 
als gültig betrachten, sobald man den Buchstaben a und x die aus 
?ig. 168 sich ergebenden Bedeutungen beilegt: 



die Grösse {« — 1)1 
weiter entfernt sein 
würde, als das Vor- 
derende der Stange 
(Fig. 168). Man darf 



^nl 



- nl. 



Wenn z.B. n — IQ, die Länge der Stange ? — 2", die Äntangsgeschwin- 
fekeü derselben c = lOO" war, so ist n = 10 - 2 = 20™, nnd es ergeben 
( die Grössen v, x, z als Fnnetloneti der Zeit t die nachfolgend z 
Aeltten Werthe: 
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(=0(Sec.l 0^ 
r = 100"' 50 



100 ^n 



21,23 17,9 15,62 3,16 

X— 20" 40 66.33 91.6 111,356 128.06 632,77 

s— 0" 20 46,33 71,6 91.356 109,06 612.7T. 

Ea wüT<ie also die mit einer AnfsngsgeBcb Blodigkeit ton lüO Metern pro See. 
geworfene Stange, indem sie die Seite hinter sich hertieht, während iei 
ersten zwei Secnnden eine Wegegläoge lon 71,6 Metern lurücklegec, und ihre 
Geschwindigkeit wörde während dieser Zeit von 100 bis »uf 21,23 Meter pro 
Seconde abnehmen. 

§ 89. 
StOM ilnar bewegten Maate gegen die ruhende Kette. 
Wenn man yr ^^ M und i« = Mq setzt, so kano man der 
Gleichung 3) des vorigen Paragraphen auch die folgende Form geben: 

1) Mv = M^c, 
in welcher dieselbe das Gesetz des Unverändertbleibens der „Be- 
wegungsgrösse" ausdrückt. Diese Gleichung würde in Bezug auf 
die in Fig. 167 dargestellte Kette auch dann noch gültig bleiben, 
nenn die beiden Eettentheile, nämlich der geradlinig ausgestreckte 
Theil und der im Punkte A concentrirte Theil, ibre Rollen mit ein- 
ander austauschten in der Weise, daas nunmehr der eratere als im 
Ruhezustande befindlich und der letztere als mit der Geschwindig- 
keit (■ gegen die ruhende geradlinig ausgestreckte Kette stossend 
anzusehen ist — wobei man, unter Beibehaltung der Voraussetzung 
des unelastischen Stosses, an Stelle der als materielle Pimkte ge- 
dachten kleinen Kugeln auch eine geradlinige Reihe von rechtwinklig 
zur Bewegungsriehtnng 
stehenden dünnen Plat- 
ten sieb denken kann 
'■ (Fig. 169). — Die in ' 
Bewegung begriffene 
Masse ist bei diesem wie 
beim vorigen Falle in beständigem Wachsen begriffen, insofern die 
vorher ruhenden Massentheilcheo , eines nach dem anderen, der in 
Bewegung begriffenen Masse sich anschliesaen, wobei die constante 
vorhandene Bewegungsgrösse auf eine immer fort wachsende Masse 
sich vertheilt. Die Gültigkeit der obigen Gleichung ist übrigens 
ganz unabhängig von dem Gesetze, nach welchem die ruhende Masse 
längs der Bewegnngsbahn vertheilt ist. Immer verhalten sich die 
Geschwindigkeiten umgekehrt wie die Massen, und die Geschwindig- 
keit wird z. B. bis auf ein Zehntel der Anfangsgeschwindigkeit ab- 



Fig. 169. 



r 



r bewegter 



a die ruheniie Kette. 
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genommen haben, wenn die Grösse der in Bewegung begriffenen 
Masse bis auf das Zehnfache der Äofangagröaae gewachsen sein wird. 

Denkt man sich in Bezug auf Fig. 169 ein anderes Mal die 
ömstände so beschaffen, dass der Fall des elastischen (statt des 
uuelastischen) als vorliegend anzusehen ist, so findet man nach den 
Gleichungen des § 87, dass in diesem Falle das gestossene (unend- 
üch klein vorausgesetzte) Massentheilcben die Geschwindigkeit 2 n 
annehmen, also der stossenden Masse M vorauseilen wird. Das 
gestossene Theilchen wird alsdann diese Geschwindigkeit an das 
folgende abgeben, und diese Uebertraguug der G^scbwindigkeit 2u 
von einem zum anderen Massentheilcben wird sich bis zum jen- 
ialtigeo Ende fortsetzen in der Weise, dass das vorderste Masaen- 
iheilchen der vorher ruhenden Reihe mit der Geschwindigkeit 2v 
sich weiter bewegt, während die sämmtlichen übrigen bis zum nächst- 
folgenden Stosse im Ruhezustande verharren. 

Die stossende Masse 3/ erlitt bei dem Stosse eine Qeschwin- 
ügkeitsänderung tir, welche man nach dem Gesetze des Dnver- 
ündertbleibens der Bewegungsgrösse berei;hnen kann, indem man den 
Zntachs derselben gleich Null setzt, also wenn mit dW die Masse 
dea ersten gestossenen Theilchens bezeichnet wird, aus der Gleichung: 

2) Mtlr + 2r<im = 0, 
deren Integration alsdann zu den folgenden Gleichungen führt: 



3) 



ß-H 



cim. 



saa welchen z. ß. die nachfolgenden zusammengehörigen Zahlen- 
Berthe sich ei^eben: 

^=0 1 2-3 4 

M 

-^ = 1 7,4 55 403 2981. 

Hierin bedeutet SW die ganze Maasensumme der ursprünglich 
ruhenden Reihe von MassentheUchen , und M die unverändert ge- 
ijüebene stossende Masse. Nach Beendigung des ganzen Vorgangs 
'fird von der vorher ruhenden Reihe das vorderste Masaentheilchen 
nüt der Geschwindigkeit 2 c sich bewegen, während das zuletzt von 
der Masse Jf gestossene Massentheilcben die kleinere Geachwindig- 

»illet, AniilTÜBilie Mscihanik. 3. Aufl. J6 
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beit 2i) aageDominen hat. In Folge dieses GeschTrJndigkeitstiDtet* 1 

schiedeB wird die Länge der gestossenen Reihe während Portsetang 
der Bewegung beständig zunehmen. 



§ 90. 
SloH der Kelle gegen eine feit« Wand. 

Daa Gesetz des Schwerpunktes lässt sich auch in dem Mb 
noci) auf die Bewegung der Kette anwenden, wenn der geradlinig 
ausgestreckte Theil derselben eine der in Fig. 167 angenommeaen 
entgegengesetzte Bewegungsrichtung hat — also in der Richtung 
gegen den im Punkte A concentrirten ruhenden Theil hin sich 
bewegt. Wenn an dieser Stelle eine rechtwinkelig zur Bewegungs- 
richtung stehende feste Wand sieh befindet, welche die einzelnen 
materiellen Punkte des in Bewegung begriffenen Kettentheiles, einet» 
nach dem anderen, auffängt und an der Fortsetzung der bisheriger» 
gleichförmigen Bewegung verhindert, so kann man das Gesetz des 
Schwerpunktes benutzen, um den von dieser festen Wand gelei- 
steten Gegendruck D zu berechnen. Die Grösse dieses Gegen- 
drucks wird wesentlich von der Beschaffenheit der Kette abhängen, 
von dem Grade der Elaslicitilt, welcher dem Materiale derselben 
zuzuschreiben ist. Wenn es zulässig ist, anzunehmen, dass die 
materiellen Punkte bei dem Stosse gegen die feste Wand wie voll- 
kommen unelastische Körper sich verhalten — wie z. B. annähe- 
rungsweise angenommen werden dürfte bei sehr kleinen Wachs- 
oder BleikQgelchen, welche mit sehr grosser Geschwindigkeit gegen 
Pj jij(^ eine sehr harte feste 

Wand stossen — so 
wird die Grösse des 
Gegendrucks J) zu be- 
rechnen sein unter der 
Voraussetzung: dass 
jeder einzelne mate- 
rielle Punkt im Äugen- 
blicke des Stosses plötzlich seine ganze Geschwindigkeit verliert 
und an dem Stosspunkte A im Ruhezustande verbleibt, während die 
noch nicht zum Stosse gelangten dem geradlinig ausgestreckten 
Theile angehörenden materiellen Punkte geradlinig und gleichförmig 
mit der gemeinschaftlichen Geschwindigkeit c sich bewegen, welche 
denselben als Anfangsgeschwindigkeit ertheilt worden war. 




Stoas der Kette gegen eine feate Wand, 

Für den Abstand des Schwerpi^nktea der ganzen Kette erhalt 
1 nach Fig. 170 auf dieselbe Weise wie im vorigen Par^raphen 
1 Ausdruck: ^t 

iai für die Geschwindigkeit des Wachsens der Grösse 



a der Werth; 



<u- 




^Sd 



» 



\]t L dt 
la der Endpunkt B mit der constanten Geschwindigkeit c der Wand 

rieb nähert, so ist die Grösse -^ als Geschwindigkeit des Wachsens 

'der Grösse x negativ, und zwar ist: 
dx 

Nach Substitution dieses Werthes erhält man für die Gesohwindig- 
keit des Schwerpunktes den gleichfalls negativen Werth: 
dXf, .cc 

lern man den zweiten Differenzialquotienten von ^g nach t bildet 

im -^ = — c setzt, erhält man für die Beschleunigung 
des Schwerpunktes den Ausdruck: 

d^x^ c (hl _\ '-^ 

L~Ji* ~ " T 777 " + TT' 
Nach dem Gesetze des Schwerpunktes ist die Beschleunigung 
selben so gross wie die Beschleunigung, welche einem einfachen 
materiellen Punkte von der Masse yL durch die Kraft D ertheilt 
werden würde. Es ist also zugleich: 

d*Xo _ I) 
dt^ ~ vi' 
und man erhält durch Qleichsetzung der beiden Ausdrücke 
Gleichung: 

yi = X' oder:i> = 7c^ 
Denkt man sich den Theil der Wand, welcher die Stösse 
ipfängt, in der Richtung der Stosskraft verschiebbar, so erkennt 
man, dass die obige Gleichung auch für diejenige Widerstandskraft 
gelten würde, welche erforderlich ist, um diesen beweglichen Wand- 
theil festzuhalten und zu verhindern, dem Stossdrucke nachzu- 
geben. Da der Faden, durch welchen die benachbarten materiellen 
ikte mit einander verbunden vorausgesetzt wurden, in dem vor- 
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liegenden Falle gar nicht zur Wirkung gelangt, so würde die obtge 
Gleichung auch dann noch gültig bleiben, wenn der Faden gar I 
nicht vorhanden wäre. Wenn in solchem Falle von diesen nun- [ 
mehr isolirt vorausgesetzten mit der gemeinschaftlichen Geschwin- 
digkeit c rechtwinkelig gegen die Wand sich bewegenden mate- 
riellen Punkten einzelne ausserhalb der Reihe sich bewegten, so 
würde zwar der Stosspuckt gelegentlich seine Stelle wechseln, 
öbrigens aber in der 
^'^- ■"^- Grösse des erforder- 

lichen continuirlieh wir- 

*c kenden Gegendrucks £> 

keine Aenderung da- 
^ ^ • ._. *_,..;..,.. durch bedingt, sobald 
nur die stetige Auf- 
einanderfolge derStösse 
dieselbe wie vorher 
bleibt. (Fig. lU). Es 
gilt also die obige Gleichung überhaupt dann, wenn die pro Zeit- 
einheit mit der Geschwindigkeit c zum Stosse gelangende Massen- 
summe die Grösse m = f c hat. 

Die hier gemachten Tor ans sei Zungen würden ann ähernngs weise znl reffen, 
2. B. bei der Tiewegnng einer Scbaat von Wassertropfen , welche entweder in 
isalirtem Zustande oder zu einem Strahle vereinigt rechtwinkelig gegen 
feste Wand stosaen. Wenn die pro Seeunde zum Stosse gelangende MaBBen- 
summe der Wassertropfen ein (iewiclit Ton 1 Kil. hätte, so würde 

ma — 1 Eil., folglich: m =— Qnd 




iBwn- I 



in setzen sein, und wenn die Geachnindigkeit c^^g.S™ ist, so hat der Stoss- 
dmck die Grösse; D ^ 1 Kil. 

Bei dem stärksten bisher bekannt gewordenen Hegenfalle (beobachtet 
von T. d. Decken in Afrika) bildete die pro Secnnde fallende EegenmeDge eine- 
Wasserschicht von 0™,ü00O68 6 Höhe, d. h. es fielen nuf l Quadratmeter 
Bodenfläohe pro Secnnde 0,0686 Kilogramm Wasaer. Wenn also die Geschwin- 
digkeit der fallenden Kegentropfpn gleich 9™, 8 angenommen wird, ao ergiebt 
sich ein Stossdruck von 0,068 6 Kil. pro Quadratmeter. 

Wenn die materiellen Punkte bei dem Stosse wie vollkommen 
elastische Körper sich verhielten, so würde jeder einzelne von den- 
selben mit der Geschwindigkeit c zurückspringen, und es würden 
die bereits zum Stoase gelangten materiellen Punkte eine gerad- 
linig ausgestreckte Reihe bilden, weiche der ankommenden Reihe 
begegnend mit der Geschwindigkeit c von der Wand sich entferot. 



r 
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Cm bei diesem Falle keinen Äastoss zu neiimen an dem Gedanken, 
da38 die zurückspringenden und die ankommenden materiellen Punkte 
einander gegenseitig io ihren Bewegungen stören könnten, braucht 



man nur die einzelnen materiellen Punkte unendlich weni 
geradlinigen Reihe aeitwilrts verschoben sich deuken , 
Weise, dass die ankommenden den zurückspringend! 



ig aus der 
solcher 
.en Durch- 






gang verstatten, oder 
auch anzunehmen, dass 
die noch nicht zum 
Stosse gelangte gerad- 
linige Reibe um einen 
unendlich kleinen Win- 

kel von der Normalen 

^^P W zur Wandfläche ab- 

^K^ weicht, in welchem 

Falle die zurückspringende Reihe nach der entgegengeaetzten Seite 

hin um den gleichen unendlich kleinen Winkel von der Normalen 

abweichen würde. 

Für den Abstand ./„ des Schwerpunktes der ganzen Eette von 
der Wand erhält man bei diesem Falle nach Fig. 172 die Gleichung: 

Wenn man diese Gleichung zweimal differenzürt und zugleich be- 
rücksichtigt, dass -77 = — c ist, so erhält man resp. für Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunktes die Gleichungen : 

df X rf( L dt^'^y L )' 

dt' ~ L dt ~'^ ~L' 
lödem man diesen letzteren Ausdruck der nach dem Gesetze des 
Schwerpunktes sich ergebenden Beschleunigung: 
d'x„ _ D 
dt* ~yL 
Sleicbs^tzt, erhält man für den tdh der festen Wand geleisteten 
^^ndruck D die Gleichung: 

D 2r"- 

--r = "i^, oder: D = 2yc', 

'^^elche zeigt, dass derselbe gerade doppelt so gross ist, als der für 
^ie unelastische Kette gefundene Stossdmck. 
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Eine nnendlich grosse Anzahl von elastischen unendlich kleiKsen 
Kugeln, welche zwischen zwei ino Abstände a von einander beflo<J- 
lichen ebenen parallelen festen Wandflächen in der Richtung der 
Normalen mit der Geschwindigkeit /■ bin und her fliegen, übt auf 
jede von den beiden Wandflächen einen Stossdruck aus, welcher 
nach der am Schlüsse des; vorigen Paragraphen gefundenen Glei- 
chung berechnet werden kann, sobald die pro Secunde an jeder 
Wandfläche ztim Stosse gelangende Massensnmme: 

bekannt ist. Da jede Kugel zwischen zwei aufeinanderfolgenclen 
Stössen gegen eine nnd dieselbe Wandfläche den Weg 2 a zurück- 
legt, so ist ^ die Zahl, welche angiebt, wie oft in einer Secnade 

jede Kugel diese Wandfläche trifTt. Indem man die ganze MaBseu- 
summe M mit dieser Zahl multiplicirt, erhält man für m den Wertli: 

"^~ 2a' 
Durch QleichsetzHQg der obigen beiden Ausdrücke flndet man für "i 
den Werth: 

M 



2 ff 

Nach der am Schlüsse des vorigen Paragrapher 
chung hat also der Stossdruck die Grösse: 



gefundenen Gl«*" 



Wenn in einem GefSase von der Form eines Würfels, dessen 
Kante die Länge a hat, parallel zu jeder von den drei KanteK- 

richtuDgeo eine Kugelschaar von der Massensumme — hin und bf' 

fliegt, so hat der Stossdruck gegen jede Seitenfläche die GrOs^'' 

3n 
Wenn mit p der durchschnittliche Druck pro Flächeneinheit U"'' 
mit q das Gewicht der Masse, welche durehschnittlieh in jad«r 
Kubikeinheit enthalten ist, bezeichnet wird, so ist: 
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F = pa* und M=^ 
9 
und nach Sabstitutioo dieser Werthe erhält man die 



Gleicliuiig: 



Nach derselben Gleichung würde der Stossdruck pro Flächen- 



einheit auch dann zu berechnen sein, 
Geschwindigkeit v zwischen zwei im 



wenn die Kugeln mit der 
lendlioh kleinen Abstände i 
von einander befindlichen 
parallelen ebenen festen 
Wandfläehen nach alleu 
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^Jl° Richtungen des Kautues 
'^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ jn solcher Weise sich be- 
ilegen, dass alle Bewegnngsrichtungen gleich häufig vorkommen 
(Pi^, 173). Der Winkel a, um welchen die Bewegungsriehtung 
irgend einer Kugel von der Normalen 
der Wandfläehen abweicht, soll der 
Richtungswinkel dieser Kugel genannt 
werden. Die Massensumme OM aller 
derjenigen Kugeln, deren Richtungs- 
winkel zwischen a und a.-\- da. liegt, 
verhält sich zur Gesammtmasse M wie 
die in Fig. 174 dargestellte Kugelzone 
ZTirganzenKugeloberfläche; tolglich ist; 

dM 2rsin a , Tcrda , 

oder: 



Fig. 174. 




M ' 



4^2, 



0M = 



fsin a. da. 



I jede Kugel vom Richtungswinkel a. zwischen ; 

folgenden Stössen gegen eine und dieselbe Wandflä 



Zurücklegt, so hat die Zahl, welche angiebt, wie oft in jeder Se- 
cunde die Massensumme dM die eine der beiden Wandflächen trifft, 



Die Masse dM liefert also zu der pro Secunde gegen eine der bei- 
den Flächen F stossenden Masse den Beitrag: 



Dritter Abschnitt. Caii. XII. § 9] 
, ,,j '■ 'IM r COS a. 



und zu dem ganzen Stossdrucka gegen diese Fläche den Beitr 

((jtf oleosa* 

rir = 2(im r cos a ^ -— 

A 

Nach Substitution des oben für dM gefundenen Werthea i 

diese Gleichung die folgende Form an: 

tiF^= -^ — cos a* sin IX» IX. 

Der ganze Stossdruck gegen jede von den beiden Fl9cbeu F ist alH 
zu berechnen aus der QleichuDg: 



Mr*( 



cos a'sina(/a = 



i- und ' 



aas welcher man nach Substitution der Wertho P — pF und 
M=: - — für den Drucli pro Flächeneinheit wiederum ( 
Werth erhllt; 

Nach der kinetischen Theorie der Grase ist der Druck, welchen 
eine Gasmasse gegen die Wände des dieselbe einschliessenden 
Gefässes ausübt, als Stossdruck der nach allen Bicbtungen des 
Raumes sich bewegenden Moleküle des Gases aufzufassen. Wenn 
man also die letzteren als unendlich kleine vollkommen elastische 
Kugeln betrachtet und annimmt, dass alle Moleküle mit gleichen 
Geschwindigkeiten sich bewegen, so kann man die obige Gleichung 
benutzen, um aus den gegebeneu Werthen von p und q die GrOsse 
der Geschwindigkeit v zu berechnen. 

Für gowölinliche ütnioapLäriache Luft von der Temperatur Null Grad ' 
Oelsiua iat bei mittlerem Barometerstände iu der Höhe Null über der Erd- 
oberfläche: ^=10333 El. und 3 = l,293Kil. in Betten. Hiernach erhalt man 
ans der obigen Gleichnng den Werth: 



fOr die Geschwindigkeit, mit welcher die Lnftmoleküle bei mittlerem Zustande 
der Atmosphäre in der Nabe der Erdoberfläche sich bewegen. 



' 8tos8 der anelastiachen Kette gegen eine benegtii^he Kasae 



§ 92. 
Stoss der uneiasliichen Kette gegen e 
Denkt man sich in Fig. 170 ■ 



e bewegliche Masse. 



feste Wand weggenommen 
und den im Punkte A concentrirten Theil der Kette beweglich, 
so erkennt man, dasa in diesem Falle die einzelnen materiellen 
Punkte des mit der constanten Geschwindigkeit c sich bewegen- 
den, geradlinig ausgestreckten Theiles, indem sie der Reihe nach 
I Punkte A concentrirte Masse atossen, dieselbe in Be- 
wegiiBg versetzen und derselben stets neue Geschwindigkeiten mit- 
I theilen werden. Die Beschleunigung dieser Bewegung wird fortdauern 
bis zu dem Äugenblicke, wo die sämmtlichen materiellen Punkte in 
dem vorderen Endpunkte A der Kette sich vereinigt haben, worauf 
dann die Bewegung der in diesem Punkte concentrirten Masse gleich- 
förmig sich fortsetzt. 

Mit Beibehaltung der im vorigen Paragraphen gewählten Be- 
zeichnungsweise erhält man für den Abstand des Schwerpunktes 
der ganzen Kette von 



I 



Fig. 176. 



dem vorderen 
punkte A wieder den 
Ausdruck : 



Nach Fig. 175 ergiebt 
sich also für den Ab- 
■■Btand des Schwerpunktes von dem festen Punkte der Werth; 





li 


s 


T 


1^ 


i-- - 


ip 



I 



1) ^,-. 



2L 



»•cb^ 
Da 
BCh' 



Indem man diese Gleichung differenziirt, erhält man für die Ge- 
iwindigkeit des Schwerpunktes den Ausdruck: 
. (ho de X rf.r 



dt 



dt 



L dt 



keine äussere Kräfte auf die Kette einwirken, so ist diese Ge- 
achwindigkeit nach dem Gesetze des Schwerpunktes als eine unver- 
äaderliche Grösse demjenigen Werthe gleichzusetzen, welchen die- 
selbe in dem als Anfangspunkt gewählten Zeitpunkte schon hatte. 
Nach den in Fig. 175 angegebenen Bezeichnungen ist: 



L 
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Man kann daher der Grleichung 2), indem man für die anf der rechten 
Seite stehenden Differenztalquotienten ihre Werthe substituirt, aDob 
die folgende Form geben: 



4) 



(„.- 



Weun also im Anfange der Bewegung .'■ 
ist nach dem Gesetze des Scljwerpunlttea 



5) 



- (fC — c) = 



- {«■■■ 



- c), oder: 



j) 



war, M 

i 



-a)+_c{a 

Um die Grossen s und r ala Functionen der Zeit t darzustellen« 
hat man hierin für w den aus Gleichung 3) zu entnehmenden Wertb 
zn substituiren; man erhält dann die GieicbUDg; 



dt 



, oder: 



(L — x) <l.r = {L — a) K — c) '''■ 
Wenn man diese Gleichnug integrirt, auf der linken Seite zw! 
den Grenzen a und j, auf der rechten zwischen den Grenzen undt«> 
Bo erhält man die Gleichung: 



J 



Form annimmt: 



welche für .r aufgelöst die folgendi 

7) r^L — y iL-ar-[-2(L~a)(c-u;)t. 
Um auch die Grösse z als Function der Zeit ( darzustellen, hat 
man s = y -j- ., und ;/ = et zu setzen, was der Annahme ent- 
apriebt, daas im Anfange der Punkt M an der Stelle sich befand, 
also j;=,c^a war. Man erhält dann für s die Gleichung; 



8) z = ct + L — y\L — a)" + '2(L — o) (c — irj (. 
Der Kettentheil, welcher schon anfangs im vorderen End- 
punkte A coneentrirt war, hatte die Länge L — a und die Masse 
y{L — a). Die oben gefiindenan Gleichungen werden daher auch 
dann noch gültig bleiben, wenn statt dieses Kettentheiles ii^end 



^" Stoss der oneUatiscben Kett« gegen eine bewegliche Masse. ^^^^^| 


B eine andere Masae 700 der gleichen Grösse m = 7 (L — a) in ^^H 

^Ldemselben Bewegangszustande an dieser Stelle sich befaad, für ^^M 
^■iielchen Fall in den obigen Gleichungen die Wertbe: ^^M 


1 


L — 11 = -^ und L = a + — ^H 

- ^B 


^■.m snbstituiren 


sein würden. Wenn w. = war, also die ge- ^^H 


^Fatossene Masse anfangs im Ruhezustande sich befand, so wird: ^^H 


9J 


»-»0^) ■ 


und man erhEllt für diejenige Geschwindigkeit, welche eintritt in ^H 
dem Augeubliclce, wo .'—0 wird, also die ganze Masse in einem ^^M 
Punkte conceotrirt eine gleichförmige Bewegung annimmt, den ^^M 
Werth: ^B 


10) 


■ 


J ^ die Zeit t,, nach welcher dieser gleichförmige Bewegungszu- ^^H 
J atand eintritt, erhall man aus der Gleichung 6), iodem man darin ^^| 


f ^ = und ( =- 


/, setzt, den Wertb: ^H 


11) 


'-f(^^). I 


"öiS die von de: 
l*-nge erreicht in 


m Endpunkte M der Kette zurückgelegte Weges- . ^H 
1 diesem Augenblicke die GrQsse: ^H 


12) 


-''-«(^:^)- ■ 


H Wenn z. S. a 


= -;- L war, d. h. wenn die geatossene, vorher ruhende Masse m ^^H 


B BlieDSD gioBB war 


wie die Masse der stossenden Kette, so wird «'1 = y ", ^H 


..=|i™d. 


= Y ^- ^'^ lebendige Kraft hatte anfangs die Graaee ^H 


■-^~^ = -^^ und nimmt während des Stoase» ab bis auf die GrBaae ^^| 


^^^^^ = -^; es fand also ein Verlast an lebendiger Kraft etat! ebenfalli ^H 


Von der Grösse — 

1 


i 
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Bewagung der Kette unter Einwirkung der Schwerkraft. 

WeDn ein Theil der Kette von einer unbeweglicbeii horiz»:n- 
talen Platte getragen wird, während der andere Theil durch eiM^e 
in dieser Platte befindliche Oeffnung frei herabhängt, so wiard 
dem letzteren durch die Schwerkraft eine beschleunigte Bewegung 
ertheilt, und es wird derselbe die einzelnen materiellen Fuiik:£e 
des oberen rubendeD Eettentbeiles einen nach dem anderen xa 
stetiger Folge mit io die Bewegung hineinziehen. Man kann eile 
ganze Massensumme der zu dem oberen ruhenden Eettenthelle 
gehörenden materiellen Punkte wiederum als in einem Punkte ^ 
concentrirt betrachten und annehmen, dass bei jedem einzelnen 
dieser materiellen Punkte die vorher durch den Gegendruck iLer 
festen Unterlage aufgehobene Schwerkraft erst beginnt ihre Wii- 
kung zu äussern in dem Augenblicke, wo der materielle Pon.'kt 
aus dem Ruhezustande in Bewegung übergehend der frei hera.*- 
b&Dgenden Reihe sich anschliesst. 

Je grösser die Geschwindigkeit der ablaufenden Kette wiE~d, 
um so grösser wird die Kraft, welche erforderlich ist, um an A« 
Stelle A den vorher ruhenden materiellen Punkten diese 3^ *■ 
achwindigkeit mitzutheilen , und um so grösser wird auch A *^ 
Widerstand, welcher einer ferneren Geschwindigkeitszunahme et»-^ 
gegenwirkt. Wenn also die Länge und das Gewicht des in B ** 
wegung begriffenen Kettentheiles dadurch conatant erhalten wie-*!» 
I unten bei B eiv^^ 



Fig. 176. 



Fig. 177. 



zweite unhewegliefc*^ 
horizontale Ebene i ^* 
Kette auffängt und d. *« 
lebendige Kraft d^f 
daselbst ankommer* ' ' 
den materiellen Punk't* 
vernichtet, so wird d»* 
Geschwindigkeit dö^ 
Ablaufens eine gewiss^ 
Grenze nicht überschrei- 
ten können, diejenige 
s&mlicfa, bei welcher der allmählich wachsende Widerstand die 
Grösse der unverändert bleibenden beschleunigenden Kraft erreicht 
hat (Pig. 176 und Fig. 177). 



}«weguDg der Kette unter Einwirkung der Schwerlcraft. 
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Wenn mit s die Länge des bereits auf der unteren Korizontal- 

ebeoe in B angekommenen und zur Ruhe gelangten Kettentheiles 

I bezeichnet wird, mit L die Länge der ganzen Kette und mit '( die 

' in jeder Längeneinheit derselben enthaltene Masse, so ergiebt sich 

fnr den Abstand .i„ des Schwerpunktes der ganzen Kette von der 

iiberen Horizontalebene die Gleichung: 

;, ),» fc, 

-;L.i,i^^'ik ■ ~\--^zli, oder: .i 

Die Geschwindigkeit, mit welcher der Scbw 
»ich bewegt, hat also die Grösse: 

dx. h dz 



rpunkt -vertical abwfirU 



dz 
Die Geschwindigkeit -r-, mit welcher die Länge z des unten ange- 
kommenen Kettentheiles zunimmt, ist gleich der Geschwindigkeit, 
mit welcher die Kette unten ankommt, also gleich der Geschwindig- 
t^eit (■ des Ablaufecs der Kette; folglich ist; 



lind man erhält für die Beschleunigung des Schwerpunktes den 
Ausdruck : 

''i'j — i li' 
flt^ ~ L dt' 
Dm Gegendruck der unteren Horizontalebene setzt sich aus zwei 
Theilen zusammen: der eine Theil hebt das Gewicht -(zg des auf 
feselben bereits zur Buhe gelangten Kettentheiles auf, der andere 
Theil wird darauf verwendet, die lebendige Kraft der in stetiger 
Folge mit der Geschwindigkeit v gegen die Ebene stossenden ma- 
tsriellen Pnnkte zu vernichten, und hat als Stossdruck nach § 90 
die Grösse: 

Der nicht aufgehobene Theil des Kettengewichtes hat die Grösse 
yhg, und der Ueberschuss dieser Kraft über den Gegendruck Z> 
ertheilt dem Schwerpunkte der Kette die Beschleunigung; 

(?Vo ^ '(hg — yv" 
lit^ yL 

Durch Gleiehsetzung der beiden für die Beschleunigung des Schwer- 
punktes gefundenen Ausdrücke erhält man die Gleichung: 

t '^« ;. 
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Diese Gleichung zeigt, dass das Waclisen der GeschwiDdi 
aufhört, sobald dieselbe die Grösse c = Vgh erreicht hat. W^oj 

man abkürzungsweise -^^= = w setzt, so kann man der obig^a 

ygh 
Gleichung auch die folgende Form geben: 

hdr 1/ h .du . . 

dt = . ■ =y —' -J i, oder: _^^ 



'■Vl-'n-, 



+ « 



1-« 



Durch lotegration dieser letzteren OteichuDg erhält man unter der 
Vora«33etzi]Dg, dase für ( ^ auch r = war, die Gleichung: 



,l/|..,=,g„+„)^,ga_„, = ,g(i-±-«), 

aufgelj 



welche für die Grösse u = —j^-. aufgelöst die folgende Fora 
y gh ^ 



/,* .,^1 



und zeigt, dass die Geschwindigkeit r erst nach unendlich lan^ 
Zeit jenen Grenzwerth c = Vgh erreicht. 

Um die Grösse s als Function der Geschwindigkeit v dmil- 
stellen, bat man die Gleichung: 

hdv 



di = 



gh' 



indem man dieselbe mit der Gleichung 

die Form zu bringen: 

•ide 



' multipUdrt, »ni 



•2rdr_ 

h gh — r'^ 

Durch Integration derselben erhält man alsdann die Gleichung 



s J J gh — v' 



, oder: 



2z 



M'^) 



welche letztere für z aufgelöst die folgende Form annimmt: 
und zeigt, dass a = :» wird, wenn ?' = ^Tgh wird ; d. h. erst Di 
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I dem die Länge des abgelaufenen Tbeiles der Kette unendlich gross 
' geworden ist, erreicht die Geschwindigkeit den Qrenzwerth V*//'- 

§ 9J. 
Allgemeinere Form des Principe dar virluellen Geschwindigkeiten fUr Kralle, 
deren Wirkungen theilweiie durch Ungleichungen auszudrucken sind. 
Im elften Capitel wurde an einigen Beispielen gezeigt, dass 
B3 Pille giebt, in denen die Wirkung einer Kraft auf einen mate- 
riellen Funkt auch ausgedrückt werden kann durch eine Bedin- 
gungsgleichung, welcher die Coordinaten desselben unterworfen 
^1 sein sollen. Die Gleichung: 

f drückt aus, dass der materielle Punkt in der durch diese Olei- 
chuQg bestimmten Fläche zu bleiben gezwungen iat, oder dass 
fortwährend eine rechtwinkelig zu dieser Fläche gerichtete Wider- 
standskraft vorhanden ist, welche den materiellen Punkt verhin- 
<iert, nach der einen oder der anderen Seite hin aus der Fläche 
herauszutreten. 

Denkt man sich diese Fläche als Oberfläche eines unbeweg- 
lichen undurchdringlichen Körpers, so erkennt man leicht, dass 
^iich solche Fälle vorkommen können, in denen nur nach einer 
Seite hin dem Heraustreten aus der Fläche ein Widerstand ent- 
gegenwirkt, während der ganze auf der anderen Seite der Fläche 
liegende Raum dem materiellen Punkte als Bewegungsgebiet zu- 
gänglich bleibt. In solchen Fällen würde das Vorhandensein jener 
HTViderstandskraft nicht durch eine Gleichung auszudrucken sein, 
^^bondern vielmehr durch eine Ungleichung von der Form: 
■ F{x, !f, z)><i. 

I Wenn i. B, jener feste Körper eine Kngel wäre vom HalbmeBser l, bo 

■Würde das Vorhände naein des WideratandoB, welcher dem Eindeingen des mate- 

I lielleD Faaktes in den inneren von dei EugeMäche eJageschlDssenen Ranm enti- 

^H Segen wirkt, anszndrücken sein durch eine Dngleichnng von der Form; 

^Mr 3-' + y' + z' > ;». oder: x^ + ff*-{- z* — l>->0. 

^HpTie in diesem Fnlle nur der ausserhalb der Kugclfläche befindliche Baam das 

^Bvetn materiellen Pmikte Kugängliche Bewegnngsgebiet bildet, so kann auch der 

^nigekehrte Fall vorkommen, in welchem nur der innerhalb der EugeläSche 

l>efindlicfae Raum demselben lugängtich iet, and die Bewegung des materieUen 

Pcinktes einer Bedingniig unterworfen ist von der Foria: 

a:.-i-j,» + ,.»<;>, „der: ;» _(,:> + yi -f j») > 0. 
IJieaen letzteren Fall Wflrde man z. B. dadurch verwirklichen können, dass 

IiQan den materiellen Funkt durch einen Faden von der Länge l mit dem 
festen Mittelpunkte der Kngelfläche verbindet. 
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Wenn der materielle Punkt, dessen Coordinaten einer i 

Bedingung unterworfen sind, sich auf der Fläche im Gleichge- 
wicht befinden soll, so miisa die Mittelkraft der sämnitlichen sod- 
stigen auf denselben wirkenden Kräfte so gerichtet sein, dass sie 
durch jenen einseitig wirkenden Widerstand aufgehoben werden 
kann, also rechtwinkelig gegen die Fläche und zwar nach der 
Seite des unzugänglichen Gebietes hin. Denkt man sich dem mate- 
riellen Punkte irgend eine mögliche Verschiebung ertheilt, d. li. 
eine solche, bei welcher die voi^eschriehene Bedingung erffilU 
bleibt, so erkennt man leicht, dass die von jener Mittelkraft dabei 
verrichtete mechanische Arbeit entweder Null oder negativ sein 
wird. Die Arbeit wird Null sein, wenn der materielle Punkt bei 
der Verschiebung in der Fläche blieb; negativ dagegen, wenn 
desselbe aus der Fläche heraustrat nach der Seite des zugäng- 
lichen Raumgebietes hin. Wenn also dieser materielle Punkt einem 
Systeme angehörte, auf welches das Priucip der virtuellen Öe- 
schwindigkeit angeweudet werden soll, so würde die Form, in 
welcher das Princip in § 72 aufgestellt wurde, zu modificiren sein, 
und dasselbe vielmehr in folgender Form ausgesprochen werden 



„Ein System von materiellen Punkten befindet sich im Gleicb- 
gewichtszustande, wenn bei jeder möglichen unendlich kleinen 
Verschiebung desselben die Summe der von den wirkenden Kräften 
verrichteten mechanischen Arbeiten entweder Null oder negativ ist" 

Nicht nur bei dem hier als Beispiel gewählten speciellen Falle 
eines materiellen Punktes, der stets auf einer Seite einer festen 
Fläche zu bleiben gezwungen ist, sondern auch bei allen übrigen 
Fällen, in denen unter den vorgeschriebenen Bedingungen soteliB 
vorkommen, welche durch Ungleichungen — statt durch Gleichun- 
gen — auszudrücken sind, lässt sich nachweisen, dass das Princip 
in der obigen allgemeineren Form ausgesprochen werden muss, 

WeDB z. ß. zwei materielle Punkte durt^h ein™ unanailehnbsren Faden 
von der Lange l verbanden aind, so iat ibre Bewegung einer Bedingnng anter- 
worfen von der Form: 

(«. - ^,y + (y. - y.)* + ('. - z.)* S f 
Sollen diese beiden materiellen Penkte im Gleichgewicbtszustande sieb be- 
finden, BO müssen die Mittolliräfte der auf sie wirkenden Kräfte entweder 
Null sein, oder es milasten dieselben als zwei gleich grosse entgegengesetite 
Kräfte (wie die beiden Kräfte Kia Fig. 141 wirkend) den Faden in gespanntem 
Znstande balten. Zu den möglichen Verschiebungen würde in letsterem Falle 
nncli eine solche gehören, bei welcher der Abstand zwischen den beiden mate- 
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lieUeD Punkten um die Grösse dl sich yerkürit, und nach § 73 { Gleich an f( <) 
würden die beiden Kräfte K bei dieser Verschiebnng die mechanische Arbeit 

11 = - Kdl 
verrichten. Ka würde iilao aach in diesem Falle anareicben, als Bedingnng 
des Gleichgewichtes n ach in w eisen , daas bei keiner möglichen Verseil iebmig 
püsitive mechanische Arbeit Terrichtet werden kann. . 

Um sich von der allgemeinen Gültigkeit der oben anfgeatoll- 
tfln neiieu Form des Principe der TirtuelteD Geachwindigkeiten xa 
fli)erzeugen, hat man sich zunächst klar zu machen, dass das 
Gleichgewicht eines im Ruhezustände befindlichen Systems von n 
materiellen Punkten keine Störung erleiden würde, wenn w — i 
1 feste Punkte verwandelt wftrden. Die Gleichung: 



= 



drückt aus, dass wenn n— 1 Punkte fest liegen, der »-te nur in 
der durch diese Gleichung bestimmten Fläche sich bewegen kann, 
und die Ungleichung: 



/ 



>0 



Würde ausdrücken, dass demselben nur der auf der einen Seite 
dieser Fläche liegende Kaum als Bewegungsgebiet zugänglich ist. 
Die Gleichgewichtsbedingungen erfordern also, dass die Mittelkraft 
der sonstigen auf diesen materiellen Punkt wirkenden Kräfte ent- 
weder Null ist oder rechtwinkelig gegen diese Fläche nach der 
Seite des unzugänglichen Raumgehietea hin wirkt. Im letzteren 
Falle muss dieselbe aufgehoben werden durch die Mittelkraft von 
denjenigen Widerstandskräften, durch welche die obige BedinguDg 
ihre Wirksamkeit äussert. Diese Kräfte haben entweder in den 
übrigen »i — 1 materiellen Punkten oder in gewissen festen Punkten 
ihre Ausgangspunkte, und nach dem Gesetze der Wechselwirkung 
düsaen diese Ausgangspunkte dabei die entsprechenden Gegen- 
wirkungen erleiden. Indem man sich dieses ganze System von 
Widerstandskräften zerlegt denkt in die einzelnen Paare, duroh 
Welche je zwei Punkte mit einander nach dem Gesetze der Wechael- 
nirkung verbunden sind, erkennt man dann leicht, dass bei jedem 
einzelnen dieser Paare entweder die bei dem ersten oder bei dem 
zweiten der vorher untersuchten speciellen Fälle benutzte Art der 
Beweisführung wiederum angewendet werden kann. 

Bitter. AulfUw^hs Msclmnili. 3. And. J7 
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Fig. 138. 




§ 95. 
Gaust'achei Princlp des kleinsten Zwanges. 

Die Bewegung, welche ein Syatem von materiellen Punttea 
unter dem Einflüsse gewisser vorgeschriebener Bedingungen wirk- 
lich ausführt, wird im Allgemeinen verschieden sein von derjenigen 
Bewegung, welche dasselbe ohne däs Vorhandensein dieser Beäio- 
güngen ausgeführt haben würde. Wenn PB = w die von einem 
der materiellen Punkte während des Zeitibeilchena <lt wirklieb 
ausgeführte Bewegung ist, und PQ^f die freie Bewegung des- 
selben bedeutet, nUmlii^h diejenige Bewegung, welche der mate- 
rielle Punkt ohne das Vorhandensein der 
Bedingungen unter dem Einflüsse der auf 
ihn wirkenden Kräfte während der Zeit dt 
ausgeführt haben würde, so stellt die Ver- 
bindungslinie QR = a die Ablenkung des- 
selben von seiner freien Bewegung dar 
(Fig. 178); und wenn mit m die Masse des 
materieUeti Punktes bezeichnet wird, so kann 
der Ausdruck: 

1) Z = S(,»»>) 
als Maass des Zwanges betrachtet werden, welcher dem Systeme 
durch die vorgeschriebenen Bedingungen auferlegt wird. Nacli 
dem Gauss'schen Principe erfolgt nun die wirkliehe Bewegung des 
Systems stets in möglichster Debereinstimmung mit der freien 
Bewegung oder unter möglichst kleinem Zwange, d. h. die wirk- 
liche Bewegung geschiebt in solcher Weise, dass in jedem Zeit- 
theilchen die oben als Maass des Zwanges definirte Grösse Z eis 
Minimum wird. 

Die Punkte IC als wirkliche Orte der materiellen Punkte 
am Bude des Zeittheilchens <lt bilden jedenfalls eine der mög- 
lichen (d. h. den vorgeschriebenen Bedingungen genflgenden] 
Lagen des Systems. Wenn der Punkt S io Fig. 178 als Repräsen- 
tant irgend einer anderen möglichen Lage des Systems betrachtet 
wird, so ist 2 (mi^) der Ausdruck für den Zwang, welchen das 
System erlitten haben würde, wenn dasselbe in die Lage S gelangt 
wäre — anstatt in die Lage R — . Zum Beweise des oben auf- 
gestellten Satzes ist es also erforderlich nachzuweisen, dass unter 
allen Umständen S (ma*) kleiner ist als S (mJ*). Nach Pig. 178 ist: 
b^ = a^-\-c^ — 2accos 7, oder; 
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2) 2 (»m") = S (mi') - 2 (»,c^) + 22 {rnac eos 9). 
2 (mc") kann der Natur der Sache nach unter allen 

iden nur positiv aein. Es würde also der Beweis als ge- 
betrachten sein, sobald es gelänge nachzuweisen, dass 
idruck 2 (jnorcos 9) entweder Null oder negativ ist. Zu 
In Beweise kann der am Schiasse des § 78 gefundene Satz 
itat werden, nach welchem die durch den Binfluss der vor- 
iriebenen Bedingungen aufgehobenen Kräfte für sich allein 
Vad das System im Gleichgewichte halten wurden. 

Ablenkung QR = a kann betrachtet werden als die Be- 
welche der materielle Punkt unter Einwirkung derjenigen 
( ausführt, durch welche die vorgeschriebenen Bedingungen 
IVirkaamkeit äussern. Wenn mit K die Mittelkraft dieser 

I bezeichnet wird, so ist -- die Beschleunigung, welche sie 

steriellen Punkte ertheilt, folglich ist: 
„, K dt^ 

3) ^ "2" ^ " 

^^esläoge, welche derselbe unter Einwirkung dieser Kraft 
id der Zeit dt zurücklegt. Die Kräfte ff" in entgegengesetzten 
Eungen genommen bilden zusammen das System der aufge- 
nen Kräfte, auf welche nach § 78 die allgemeinen Gleich- 
chtsbedingungen angewendet werden dürfen. Es müssen daher 
jTKräfte 80 beschaffen sein, dass sie bei Irgena einer mög- 
Hb unendlich kleinen Verschiebung von denselben verrichtete 
lüiische Arbeit entweder Null oder negativ ist (vergl, § 94). 
Repräsentant einer solchen möglichen Verschiebung des Sy- 
s kann die Linie RS = c betrachtet werden, und für die 
lanische Arbeit, welche jene Kräfte bei dieser Verschiebung 
chten würden, erhält man nach Fig. 178 die Gleichung: 

i) ^ = 'S, {Kc cos f?), 
he nach Substitution des aus Gleichung 3) für K zu entneli- 
"^ Werthes die Form annimmt: 
22 (rnac cos 9 ) 
-' dt^ 

»er Ausdruck entweder Null oder negativ sein muss, so 

6) 2 (rnac cos 9) <0, 
hmit der Beweis geführt, dass S{ma') stets kleiner ist als 

►■). 



Dritter Abacliuitt. Coy. XII. g 95. 



Anwendungen de» 6au»«'ichen Princips. 



WeDa man bei dem in Fig. Iö5 dargestelUeo Falle des Stosses 
die beiden Massen nij und »ig so beachaflen waren, dass die Be- 
dingungen des vollkommen uoelastiscben Stosses als erfüllt betrach- 
tet werden dürften, so würde man dieselben als zwei materielle 
Packte ansehen dürfen, welche von dem Augenblicke ihres Zusammflii- 
fig ijif^ treffens anfangend der Bedin- 

• w=u.at . gung unterworfen sind. Am 

-R* I — (T- j sie fortaTi zu ei d e m male- 



..-..4=5d(-- 



-/=itdt^.-. 



riellen Punkte vereinigt blei- 
ben sollen. Für den Zffuig, 
welcher dem Systeme der 



= - 



'i(/i — w) — 2m,(/ä — w), oder: 



beiden materiellen Punkte durch diese Bedingung auferlegt wird, 
erh&tt man nach Fig. 179 die Gleichung: 

Z=m, (/, - wy -i- m^ (A - wY, 
in welcher für die Gröaae ic, ala die von beiden materiellen PhiiI- 
ten gemeinschaftlich während des nächstfolgenden Zeitelements (/' 
wirklich zurückgelegte Wegeslänge, derjenige Wertb in substituiren 

ist, für welchen Z ein Minimum wird. Indem man — setit» 
erhSlt man für diesen Werth die Gleichung: '" 

» i/i + '"jA 

und wenn man hierin für die Grössen /,, /,, te die in Fig. ITi* 
angegebenen Werthe aubstituirt, so erhält man für die gemein- 
schaftliche Geschwindigkeit der beiden Massen nach dem Stent 
die Gleichung: 

udl = —-- '—r*-^— oder: w -\ ^^-^ -'-*-, 

MIl + WIj »»i + '«g 

also dieselbe Gleichung, welche in § 87 aus dem Gesetze in 
Schwerpunktes abgeleitet wurde. 

Auch in Bezug auf die Bewegung der Kette würde in allm 
den Fällen, auf welche in § 8B . . 93 das Gesetz des Schwer- 
punktes angewendet wurde, das Gauss'sche Princip zu den glei- 
chen Resultaten geführt ba,ben. Bei dem in Fig. 167 dargestellten 
Falle z. B. würde als freie Bewegung des geradlinig ansgeatreckteo 
Kettentheiles die Strecke / = iiri( zu betrachten sein, welche der- 
selbe nach dem Gesetze der Trägheit während des Däcbstfalgendeii 
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l^eitelements ät ziirücklegeii würde, wenn die Geschmndigkeit 
seine Aenderung erlitte. Die wirkliche Bewegung w wird in Folge 
ier eintretenden Geschwindigkeitsänderung von dieser freien Be- 
nsgang verschieden sein, und kann dieselbe betrachtet werden als 
sine gleichförmig beschleunigte Bewegung, deren Änfangageachwin- 

iigkait r war, und deren (negative) Beachleanigung -j- ist. Folg- 
lioli ist: 

"='"'' + UJ 2 ■ 
Für alle Massenpnnkte dieses geradlinig ausgestreckten Kettentheiles 
bt die Ablenkung von der freien Bewegung die gemeinBchaftlicbe 



/- 



Fig. 180. 



»— ©^ 



2 ' 

Jas während der Zeit lU in die Bewegung eintretende Kettenstüek 
at die Länge w, und da dasselbe im Anfange der Zeit dt noch 
n Ruhezustände sich befand, so ist für alle Massenpunkte des- 
slhen die freie Bewegung glelcb Null. Die Ablenkung a von der 
freien Bewegung hat 
verschiedene Grössen 



für die verschiedenen 
Masaenpunkte dieses 
Stückes und variirt 

™ Ij j_ zwischen den Gren- 

"""'""^^ "^ zenOundM'{Fig.l80). 

'ür den Zwang, welcher dem ganzen Systeme durch die vorge- 

chriebenen Bedingungen aaferlegt wird, erhält man hiernach den 

olgenden Ausdruck: 



= Y^-f/ — w)* + / 'V'^ö. a', oder: Z = 7x(/ — w)* 



ndem man den Differenzial - Quotienten dieses Ausdrucks nach w 
enoramen gleich Null setzt, gelangt man zu der Gleichung: 

= — 2,-c(y — «') + M)^ 
'eiche nach Substitution der oben für die Grössen/ — w und w 
efnndenen Werthe die folgende E^orm annimmt: 
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Wenn mann diese GleichuDg nach Weglassun^ des unendlich klänen | 
Gliedes -^ ilv mit dt multiplidrt ond alsdann viU = dx setat, » 

erhält man die folgende Gleichung: 

= j-tlr-\- ril.r, oder: tl(vx)'=Q, 
aus welcher folgt, dass die Grösse des Productes vx nährend der 
Bewegung unverändert bleibt — wie bereits in § 88 auf anderem 
Wege gefunden wurde. 

Wenn ein ruhendes, um eine feste Drehachse drehbare 
System von unveränderlich verbundenen materiellen Punkten durch 
die auf dasselbe wirkenden Kräfte P nicht in Bewegung gesetzt wer- 
den soll, ao muss nach § 7-1 die Bedicgungsgleichung erfüllt sein: 

2(9)0 = 0, 
in welcher 5Dt das statische Moment der Kraft P in Bezug auf die 
Drehachse bedeutet (Fig. 181). Es soll angenommeD werden, 
dass die Richtungslinie der Kraft P in die 
Drehungsebene ihres Angriffspunktes fällt und 
im Abstände l an der Drehachse vorbe^ebt 
In diesem Falle ist W = PI in setzen. 

Wenn die Kräfte P der obigen Bedingungä- 
gleiehung nicht Genüge leisten, so werden sie 
dem Systeme eine Drehbewegung erth eilen, 
Dem Debergange aus der Kühe in die Drehbe- 
wegung entspricht eine gewisse DrehbeschleBni- 
gung, und diese kann man mit Hülfe des Gbqbb- 
schen Princips auf folgende Weise bestimmen- 
Die freie Bewegung, welche der materielle 
Punkt »i unter Einwirkung der Kraft P wäh- 
rend der Zeit dt ausführen wurde, ist als eine 
gteichfQrmig beschleunigte zu betrachten, und die Beschleunigung 

p 
derselben ist gleich — , folglich ist: 



Fig. 181. 



/. 



/ = 



P dt" 



Die Ton dem Systeme während des unendlich kleinen Zeittheil- 
chena dt wirklieh ausgeführte Bewegung kann als eine gleidi- 
fBrmig beschleunigte Drehbewegung betrachtet werden, bei welcher 
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er Punkt m den unendlicb kleinen Bogen u-^rO durchläuft. 
Penn also mit s die Bescbleunigung dieser Drehbewegang be- 
eichnet wird, so ist: 

« = £-„-, oder: w = r£ -^ ■ 

Ableokung des Punktes m von seiner freien Bewegung ist' nach 
181 zu bestimmen aus der Gleichung: 

a^ =/° -]- w^ — 2/iv cos a. 
Zwang, welcher dem Systeme durch die vorgeschriebenen Be- 
ingungen auferlegt wird, bat also die Grösse: 

Z=2 {«(■/» + «-' — 2/«> cos a))- 
Vena man den Differenzial- Quotienten dieses Ausdrucks gleich Null 
Btzt, so erhält man die Gleichung: 

iS=22{m{K7— /cosa)(/(cj. oder: S(wiwo'«') = S(m/cos a rfw), 
^e nach Substitution der Werthe w^=r8 und dto^rilO die 
1 annimmt: 

'^{mr^ede) = i;(?«/r cos ade). 
I dieser Gleichung kann die Grösse du als gemeinschaftlicher 
lor aller auf der linken sowohl als auf der rechten Seite unter 
lern Summationszeicheo vereinigten Glieder fortgelassen werden, und 
,uf der linken Seite der Factor auch vor das Summationszeichen 
gesetzt werden. Nach Fig. 181 ist ferner f cos a = / zu setzen. 
dau erhält also die Gleichung: 

8S(mr') = S(m/i), 
B}cher nach Substitution der oben för ö und / gelundenea Werthe 
EtForm annimmt: 

r . -2- M«-') = i (,. _^ 2- l), «der: . = ^•^'^- 

Der Ausdruck 2 (?wr') wird das Trägheitsmoment des Körpers 
D Bezug auf die Drehachse genannt. Man erhält also die Winkel- 
)e8ch]eunigung, indem man die Summe der statischen Momente der 
rirkenden Kräfte durch das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug 
luf seine feste Drehachse dividirt. 

Für den Fall, dass der Körper in dem Zeitpunkte, für welchen 
lie Winkelbeschleunigung desselben bestimmt werden soll, schon 
line gewisse Drehgeschwindigkeit ra hesass, hat man die Bewegung 
les Körpers aufzufassen als relative Bewegung in Bezug auf einen 
oit derselben Geschwindigkeit to sich drehenden Raum und zu be- 
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rüctskhtigen , dass die nach den Gesetzen der relativen Bewegung 
hin Kiizii fügend eo Centrifugalifräfte keine Beiträge liefern zu der Srnnme 
der statischen Momente. Man erlcennt dann leicht, dass die obi^e 
Gleichung auch für diesen Fall gültig bleibt. 

Wenn ferner die Ricbtungslinien der wirkenden Kräfte nicht 
— wie oben vorauageaetzt wurde — in die Drehungsebenen ihrer 
Angriffspunkte hineinfielen, so würde man diesen Fall auf den 
vorigen dadurch zurückj^hren können, daas man eine jede deradben 
zerlegt in zwei rechtwinkelig zu einander gerichtete Seitenkräfte, nn 
denen die eine parallel zur festen Drehachse wirkend durch ä\e 
Widerstände derselben aufgehoben wird, und die andere in die Drehnnga- 
ebene des Angriffspunktes hineinfallend die Projeetion der wirklieben 
Kraft auf diese Ebene bildet. Mit Berücksichtigung der in § 74 
gegebenen Definition des „statischen Momentes einer Kraft in Bp— 
zug auf eine Drehachse" erkennt man dann, dass die Form, in wel- 
cher das Gesetz der Winkelbescbleunigung oben ausgesprochen wurde, 
auch für diesen Fall ihre Gültigkeit behält. 



CäPITEL XIII. 

Drehbwegnngen eines Systems von materiellen Fnnktffli- 



Gesetz der atillichen Moment«. 



lIOT^ 



Für die Mittelkraft P von mehreren an gemeinschaftlicbein 
Angriffspunkte A wirkenden Kräften P, , P^ . , ., der RichtuDgs— 
^^^ linien in einer und derselbe«* 

Ebene A X T liegen, erhält mO 
nach Fig. 183 die Qleiebung: 
Psina=P,siiia,+/'j8ina,4-..-. 
welche nach Substitution der (S*" 
die Grössen ein a, sin a, . . . ws 
der Figur zu entnehmenden Wer- 
the die Form annimmt: 




Die Grössen l, l^ 



ÄÖ ' 
oder; PI-- 



AO 



"'io+- 



Abstände der Kraftrichtiugen tod.^^* 
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niokte werden die Hebelarme in Bezug auf diesen Puokt ge- 
nannt und sind alg positive oder negative Grössen in Rechnung 
zu bringen, jenacLdem die Drehuügsrichtung, in welcher die Ebene 
durch die betreffenden Kräfte und den Punlit herumgedreht 
werden würde, von linfeg nach rechts gerichtet oder die entgegen- 
gesetzte ist. Das Product „Kraft mal Hebelarm" wird das „ata- 
tische Moment" der Kraft in Bezog auf den Drehpunkt genannt. 
Die obige Gleichung drückt also den Satz aus: ..Daa statische 
Moment der Mittelkraft ist gleich der Summe der statischen Mo- 
"lente der einzelnen Kräfte." 

Diesen Satz kann man auch anwenden auf den Fall, in 

welchem die Kräfte Pj, P^ . ■ als die Projectionen zu betrachten 

sind von gewissen auf einen Punkt im Räume wirkenden Kräften 

üTi, A'j . . ., deren Mittelkraft K ist. Daa Product PI, als das 

^_ Fig. 183. statische Moment der Projection 

^L y P in Bezug auf den Drehpunkt 0, 

^H /p nennt man in solchem Falle daa 

^K/' f ,.-^^ statische Moment der Kraft K in 

^Bl / ^^^ Bezug auf die Drehachse 00 

^K / (Fig. 183). Denkt man sich die 

^Hf V sämmtlichen Kräfte nach drei 

^^1 ■ rechtwinkelig zu einander stehen- 

Hb A^ den Coordinaten-Achsen zerlegt, 

^^1 / von denen die eine mit der Achse 

v 00 zusammenfällt, so überzeugt 

^nan sieh leicht davon, daas die Projection der Mittelkraft K iden- 
tisch ist mit der Mittelkraft P von den Projectionen. Es gilt daher 
auch für die im Kaume wirkenden Kräfte K,, K^ . , . der Satz: 
„Das statiache Moment der Mittelkraft K in Bezug auf eine bestimmte 
Achse 00 iat gleich der Summe der atatischen Momente der einzelnen 
Kräfte K^, Kg . . . \b Bezug auf ebendieselbe Achse." 

Der Begriff des statischen Moments lägst sich auch über- 
tragen auf Geschwindigkeiten, Beschleunigungen ^ überhaupt auf 
alle solche Grügaen, welche nach dem Parallelogrammgesetze eu 
einer Resultirenden zusammengesetzt werden können. Wenn man 
die einzelnen Geschwindigkeiten, Beschleunigungen oder anderen 
Grössen dieser Art im Gegensatze zu ihrer Resultirenden die 
„Componenten" nennt, so kann man dem obigen Satze die allge- 
meinere Form geben : „Das statische Moment der Resultirenden 
in Bezug auf eine bestimmte Achse iat gleich der Summe der 
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die vom Badiusvector beschriebene Fläche wächst, oder Icärzs 
ausgedrückt, die „FlächeDgeüchwiDdigkeit". Man erhält also i^t^a 
statische Moment der BewegungagrOsae, indem man die Flächetz^- 
gescbwindigkeit mit dem coDstäntOD Factor 2m multiplicirt. 

Das atatische Moment der Bewegungsgrösse id Bezug auf d» b 
Punkt ist eine •instante Qrdaae, wenn die Richtungslinie d^r 
Kraft P beständig durch diesen Punkt selbst hindurchgeht; den « 
für diesen Fall wird daa statische Moment Pl — 0, folglich naci 
Gleichung l): 



oder: mor ^ Cooat. 
folgt, dasa in diesem Falle auch die FIS 
einen con stauten Werth bat. „Wenn 



3) 

Äua Gleichung i 

geschwindigkeit ~ einen constanten Werth bat. „Wenn also 

die Kraft, unter deren Einwirkung der materielle Punkt seine Be- 
wegung ausführt, von einem festen Punkte ausgeht, so wänhst die 
vom Radius vector beacbri ebene Fläche mit con st anter Geach win- 
digkeit." Dieser Satz wird das Princip der Flächen genannt. 

Man kann diesen Satz auch verallgemeinern und auf ein be- 
liebiges Syatem von materiellen Punkten übertragen. Betrachtet 
man die Geschwindigkeit v 
als ProjeclioD der wirklicbeo 
Geschwindigkeit w auf eine 
feste Ebene, und die KraftP 
Projection der auf den 
materiellen Punkt im Räume 
wirkenden Kraft-ff{Fig.l87), 
so erkennt man mit Berflck- 
sicbtigimg der im vorigen 
Paragraphen gegebenen De- 
finitionen, dass der in Glei- 
chung I) enthaltene Satz 
für diesen Fall auch in 
folgender Form ausgesprochen werden kann: „Die Geschwindigkeit, 
mit welcher das in Bezug auf die Achse AX genommene statische 
Moment der Bewegungsgrösse mw wächst, ist gleich dem stati- 
schen Momente der Kraft K in Bezug auf dieselbe Achse." Wenn 
also mit ^t. das statische Moment der Kraft K und mit m. das 
statische Moment der Bewegungsgrösse mw bezeichnet wird, so 
kann man der Gleichung 1) auch die folgende Form geben: 



Princip der Flächen 



2ß7 



In dieser Gleichung stellt der Ausdruck auf der linken Seite 
lue Zunahme des statischen Moments der Bewegtingsgrösse dar, 
lind wenn mit M der Zeitabsebnitt bezeichnet wird, in welchem 
'iiese Zunahme erfolgte, so ergiebt sich für die durchscbDittlich 
in jeder Zeiteinheit erfolgende Zunahme die Gleichung: 
mv, r, — mvr 4ü , 

^ M ="41-'- 

^Vb kleiner der Zeitabschnitt A^ angenommen wird, um so mehr 
"gewinnt der Quotient — die Bedeutung der Totalbesehleunigung 
des materiellen Punktes. Das Product „Masse mal Totalbeschleu- 
nigung" stellt die Totalkraft dar, unter deren Einwirkung der 
materielle Punkt seine Bewegung ausfährt. Wenn also diese Kraft 
mit P bezeichnet wird, so ist Fl der feste Grenzwerth, welchem 
der Ausdruck auf der rechten Seite sich nähert, wenn ^t unendlich 
klein wird. Zugleich geht der Ausdruck auf der linken Seite in 
den Differenzial-Quotienten des statischen Moments der Bewegungs- 
^OTÖsse über; folglich ist: 



1) 



= PI. 



Fig. 186. 



ann die Richtangslinie der Kraft P beständig in derselben Ebene 
bleibt ■ — wie hier vorausgesetzt werden soll — so ist die von dem 
tnateriellen Punkte beschriebene Bahnlinie eine ebene Curve, und 
es gilt in Bezug auf jeden beliebig gewählten Punkt diese): Bahn- 
ebene der durch obige Gleichung ausgedruckte Satz; ,,Üie Ge- 
schwindigkeit, mit welcher das statische Mo- 
ment der Bewpgungsgrösse wächst, ist gleich 
dem statischen Momente der Kraft, welche auf 
den materiellen Punkt wirkt." 

Das statische Moment der Bewegungsgrösse 
in Bezug auf den Punkt kann auch als eine 
Flächengrösse aufgefasst werden. Wenn mit / 
die von dem Radiusvector beschriebene Fläche 
bezeichnet wird, und mit df die während des 
Zeitelements tlt erfolgende Zunahme dieser 
Fläche, so ist nach Fig. 186: 

„, vdt.r , , . n '^f 

2) -^-— = rf/, oder: mi^r = 2iw -j- ■ 

letzterer Gleichung bedeutet -j- die Geschwindigkeit, mit welcher 
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Id allen diesen Fällen wird die Geschwindigkeit des Wachsens de 
Grösse -S (in,) ebenfalls gleicli Null, folglich: 
9) :£. (m.) = Const. 
Nach Gleichung 2) kann jede einzelne von den Grösseo n — i 
ala das Product aus der Flächengescb windigkeit in die doppelt^zze 
Masse des betreffenden materiellen Punktes betrachtet wftrde i — j, 
wobei das Wort „Flächengeschwindigkeit" auf die vom Radiu^»- 
vector der Projection beschriebene Fläche zu beziehen ist. Ma.K 
kann daher der Gleichung 9) mit Weglassung des Factor 2 auefi 
die Form geben: 

Wenn als Maass für die MassengrOssen eine Masse |j. gewählt wird, 
welche so klein ist, dass die Masse jedes einzelnen materielleD 
Punktes als Vielfaches derselben dui'ch eine ganze Zahl n sich 
ausdrücken lässt, so kann man für die Massen der materiellen 
Funkte die Werthe substituiren : 

»rtj := «1 [J., IWj ^ »3 . [Jl, W/3 =^ Mg . (J. . . , , 

und man kann jeden der materiellen Punkte betrachten als zu- 
sammengesetzt aus einer gewissen Anzahl von einfachen mate- 
riellen Punkten, deren jeder die Masse [x enthält. Der Gleichung 
10) kann man dann mit Weglassung des constanten Factors V^m 
auch die folgende Form geben: ^^M 

11) 2(n -^-J)= Const., ^1 

und wenn man das Summationszeicben „2" nunmehr auf die Ge- 
sammtzahl dieser einfachen materiellen Punkte bezieht, so kaa^^ 
man statt deaen auch setzen: ^^^H 



12) 2(f)_C«„=l. 



In dieser letzteren Form drückt die Gleichung den folgenden 
Satz aus: „Wenn in Bezug auf eine feste Achse die Summe der 
statischen Momente sämmtlicher auf ein System von materiellen 
Punkten wirkenden Kräfte beständig gleich Null bleibt, so ist für 
die Projectionen der materiellen Punkte auf die rechtwinkelig zu 
jener Achse stehende Ebene die Summe der Flächengeschwindig- 
keiten eine constande Grösse." 



nder lieben Ebene, 



Getetz der unveränderlichen Ebene. 



Das von dem Radiiisvector der Projection beschriebece Flächen- 
tolement df kann nach Fig. 188 betrachtet werden als die Projection 
Fiff, 188. des Fläch enelements d'^, welches von 

,'«■ dem Radiiisvector des im Räume sich 

bewegenden Punktes während des Zeit- 
elements dt beschrieben wird. Ebenso 
kann man die Fläcbengeschwindigkeit 

, - betrachten als die Projection der 

Flächengeschwindigkeit -^ des Punktes 

im Räume. Wenn also mit e der 
Winkel bezeichnet wird, welchen die 
Ebenen dieser beiden Fläehenelemente mit 
einander einschliessen, so ist: 
df __ dg 




') f,-- 



dt 



l-^, 



und wenn abkürzungsweise die Flächengeschwindigkeit -^ mit f 
bezeichnet wird, so kann man statt dessen auch setzen: 



I 



2) 



= f cos e. 



Kid 



Der Winkel e ist zugleich der Winkel, welchen die auf dem Flächen- 
'demente d% errichtete Normale AN mit der rechtwinkelig zor Projections- 
ebena stehenden Achae AO einachliesst. Man würde daher die Projection 
der Fläche f auf die Projectionsebeiie E in der Weise berechnen können, 
die Grösse f wie eine Langengröase aaf der Normalen A N abträgt, 
id diese LSnge auf die Achse AO projicirt — ein Verfahren, welches in 
folgenden Theile dieser ünlersacbnng mehTlafh zar Anwendung kern- 
wird. 

Wenn in Bezug auf die feste Achse AO die Summe der 

statischen Momente sämmtlicher auf das System von materiellen 

Punkten wirkenden Kräfte gleich Null ist, so gilt nach dem am 

lusse des vorigen Paragraphen gefundenen Satze die Gleichnng: 

3) i;(fco3£) =Con3t., 

wenn die genannte Bedingung — wie hier vorausgesetzt wer- 

soll — in Bezug auf jede durch den festen Punkt A gelegte 

erfällt ist, so gilt auch die obige Gleichung für jede belle- 
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bige durch den Punkt A gelegte Ebene. Unter den Fällen, ti* 
welchen diese Bedingung stets erfüllt ist, sind die folgenden ivä 
Fälle hervorzuheben: erstens, wenn die Kichtungslinien der sämintr 
liehen äusseren Kräfte beständig durch den festen Funkt A hb- 
durchgehen; zweitens, wenn aar 



Fig. 189. 




innere Kräfte vorhanden sind. 

Wenn man die Grösse f ili 
Längengrösse auf der Richtung 
der Normalen AN abträgt tud 

mit fi, f,, f, die Projectionen 
derselben auf die drei rechtwin- 
kelig zu einander gerichteten Co- 
ordinaten •Achsen bezeichnet, so 

f. f, i 

T' T' f 



sind 



reup. die ( 



Sinus der Winkel, welche die Normale AN mit den drei Coordl- 
naten'Achsen einschliesst, folglich ist nach Fig. 189: 

f. .„. . j f. ... . , f. 



4) cos £ 



- cos T, oder 
-cosß2(f,) + co8YS(fi3 



1 



6) 2(f cose) = coaa2(f.) 
Die Grössen f^, f^, f. bilden zugleich die Projectionen der Plächen- 
geschwindigkeit f auf die rechtwinkelig zu den Coordinaten- Achsen 
stehenden Ebenen; es sind daher: 

6) 2(t) = i^„ S(f,) = J=;, Sil) = F. 

die Ausdrucke für die constanten Flächengeschwindigkeitssammen 
in Bezug auf die drei festen Coordinaten -Ebenen, und nach Ein- 
führung der in den letzteren drei Gleichungen angegebenen Be- 
zeichnungsweise nimmt die Gleichung 5) die Form an: 

7) 2 (f cos e) = F;, cos a.-\- F^ cos ß -|- ■^- ^^ T- 

Denkt man sich die drei Grössen F„ F^,, F. als Längengrössen 
auf den drei Coordinaten -Achsen abgetragen und ein Parallel- 
epipedon aus denselben construirt, so ergiebt sich fflr die Diagonale 
desselben der Werth: 

8) F^yyi~-\^Fi +^.- 

Wenn ferner mit q, b, c resp. die Winkel bezeichnet werden, 
welche diese Diagonale mit den drei Coordinaten -Achsen ein- 
schliesst, so ist: 

9) i^cosa = F^, Fcosb = F„ Fooac = F. 
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ZU setzen, und für den Winkel 8, welchen diese Diagonale mit der 
Achse AO einschliesst, erhält man die Gleichung: 

10) cos C ^ cos a cos a + cos 6 cos ß + cos c cos y. 
Nacti SabstitutioD der in den Gileichungea 9) angegebenen Werthe 
nimmt die Gleichung 7) nunmehr die Form an: 

11) 2 (f cos e) = F(cos a cos a 4- os 6 cos ß + cos c cos 7), 
und wenn man hierin für den eingeklammerten Ausdruck anf der 
rechten Seite den in Gleichung 10) gefundenen Werth substituirt, 
so erhält man die einfachere Gleichung; 

12) i;(f C03£) = i'^C0SÖ. 

■ Da die Grössen F^, F„ F. während der Bewegung des Systems 

■ QDTerändert bleiben, so sind auch die Grössen F, q, b, c constante 
* Grössen. Es behält also die Diagonale des aus den Grössen F^, 

P'y, F. gebildeten Parallelepipedons beständig dieselbe Grösse und 
tiiesolbe Richtung. Die Summe der Flächengeschwindigkeiten in 

f Bezug auf die Projectionsebene E hängt — wie Gleichung 12) 
Zeigt — ab von der Grösse des Winkels ß, welchen die Normale 
derselben mit jener unveränderlichen Diagonalen - Richtung ein- 
schliesst, nnd erreicht ihren Maximalwerth F, wenn ft ^^0 wird. 
Es ergiebt sich hieraus der folgende Satz: „Wenn in Bezug auf 
jede durch einen festen Punkt A gelegte Achse die Summe der 
S'tatJscben Momente der auf das System wirkenden Kräfte gleich 
^nll ist, so giebt es für eine durch jenen Punkt gelegte feste 
Ebene eine unveränderliche Lage, für welche die Summe der . 

flächengeschwindigkeiten ein Maximum wird, und dieses Maiimnm ^^M 
bleibt während der Bewegung constant." Dieser Satz wird das Ge- ^^M 
&«tz der unveränderlichen Ebene genannt. ^^M 

Am Schlüsse des vorigen Paragraphen wurde gezeigt, wie man ^^| 
0.urch Hinzufügung des constanten Factors Sjjl den Ausdruck für 1 

<iie Summe der Flächengeschwindigkeiten jederzeit verwandeln j 

Xaon in den Ausdruck für die Momentensumme der Bewegungs- ^H 
grossen. Es bleiben daher die sämmtlichen in diesem Para- ^H 
graphen gefundenen Gleichungen auch dann noch gültig, wenn ^^M 
Unter den Ausdrücken F^, F^, F„ F und S(fcoss) statt der be- I 

treffenden Flächengeschwindigkeitssummen — die entsprechenden 
Momentensummen der Bewegungsgrössen verstanden werden. Auch 
1 äieee Momenten summen kann man daher, indem man dieselben 

■ als Lfingengrössen auf den betreffenden Äehaenrichtungen ^abträgt, 

1 gBrade so wie Kräfte, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen und J 

Bitter, AniljtlacliB Mechuiik. 3. Aofl. lg ^^M 

i j 
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Drehgeachwindigkeifcen nach dem Parallelogrammgesetze tu ttirr 
Reaultirenden ziisammeaseUeii. 

Bei einem KBtpcr, 
welcher mit der Win- 
ke Igeseh windigkeit u 
lim die AcLae O.T M 
dreht, würden i. B. fiir 
die Momi'nt«nfiamiu«ii 
dor- Be « egongegiöswtt 
in Bezng &nr die drei 
Coordinaten - Acbwn 
tinch Fig. 190 nndFig. 
191 die folgenden in^ 
ilrilcke aidi ergeben; 
13) f, = 2(mrur) = ü)S(mf') = w r,. 

15) F. = — S(Mtd»j)^-(üS(mi«). 
Zwischen der Grösse F und ihren drei Cmapouentt'n F,. F,, F. tinden genü 
dieselben Beiiehungen statt, wie zwischen der Mittelkraft und ihren drei reclit- 
wiakelig za einander gerichteteo Seite nkrärtcn. Mao wQrile daher nniiiDcl'r 
^— die 01eii?bnngeD H) und 9) benutzen können, am die Tieeultireniie f ihict 

^H GtQsbo und Dichtung nach m beBtimmen, noniH daon zugleich die Lagt der 

^H unveränderlichen Ebene, sowie das Maximum der Moinentensoinmen der B^ 

^H^ wegungsgrdssen gefunden sein wllrde, 

L 



100. 



nsoinmen der B«- 

i 



(Parallelepipedo 



Berechnung der Trlghelttmonienle. 
. Ellipsoid. Cj-linder. Kegel, l'arttboloid. Gfiradlinige Staiig*-) 



Um das Trägheitsmomeot eines KOrpera iii Bezug auf än> 
...^ ig., feste Drehachse zu berechnani 

y " - hat man jedes aeiner unenJ- 

lich kleinen MESsentheilchcn 
dM 211 multipliciren mit dem 
Quadrate seiaes Abstand«» p 
von der Drehachse und dis 
Summe aller dieaer Prodncte 
zu bilden. Nach Fig. 19" 
würde man also für das Trag- 
heitamoment dea Körpers in 
Bezng auf die Achse ö/d'^ 
Gleichung erhalten: 



1) r. = S{<iJlfp'); 



^^^^^^^> Berechnung' ''w Trägheit Bmoitiente. 

Das Massentheilchen dM kann man aich von der Form eines Paral- 
ielepipedona denken, liessea unendlich kleine Kanten dx, d;/, ds 
sind. Wenn also mit y die in jeder Kubikeinheit dieses Parallel- 
epipednna enthaltene Masse (oder die Dichtigkeit des Körpers an 
dieser Stelle) bezeichnet wird, so ist dM ^^-^ d.r dij dz zw setzen, 
und man erhält für das Trägheitsnaoment das dreifache Integral: 



2) T. 



^ffjydxd,,ds{x'- + ^»). 



Im AllgemeiDen wird die Dichtigkeit an den verschiedenen Stellen 
dea Körpers verschiedene Werthe haben, und für y ein Ausdraok 
von der Form y =^/{x, i/,z) zu substituiren sein. Wenn jedoch 
— wie hier vorausgesetzt werden soll — der Körper homogen ist, 
80 kann man den Factor f als constante Grösse auch vor die In- 
tegralzeichen setzen, und es wird: 

3) T. = y fffdx du dz (x^ +(/'0. 



Trägheitsmoment des Paralleleplpedona. 
Die erste der oben angedeuteten drei Integrationen, 
<ii8 Integration nach z kann man unmittelbar ausführen, indem 
aian der obigen Gleichung die Form giebt: 

H 4) T. = -^^idxdy{x* + y^) Uz. 

Eie Ausführung dieser Integration ist gleichbedeutend mit der Snm- 
truirung aller Beiträge, welche eine der Achse OZ parallele Sftule 
vom unendlich kleinen Quer- 
f schnitte dx dy zu dem gan- 
zen Trägheitsmomente lie- 
fert (Pig. 193), und dieselbe 
führt zu der'Qleichung : 




b)T.Zfjjdxdyix^+i,').2c. 



Man hätte daher diese erste 
Integration auch dadurch 
umgehen können, dass m^n 
von vornherein fär das Ma-i- 
sentheilcben dMiw in jener 



n jener J 
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Säule enthaltene Masse icdri/i/ f in Gleichung 1) sttbstitairt li 
Das ganze Trägbeitsmotnent setzt sich also zusammeD aus ( 
beiden Theilen: 



6) A = 2njTx'dxd!f, 7) B = 2cTffi 



y* dx dy. j 

Um zunächst das Doppeltntegral A zu bestimmen, bat man i 
selben die Form zu geben: 

8) Ä = ic'i\x^d^.\dy. 



Die hier angedeutete Integration nach y ist gleichbedeutend i 
der Summation aller Beitrüge, welche eine der Ebene OYZ parallele 
Schicht von der Dicke dx zu dem Theile A liefert, und durch Ana- ; 
fiihrung dieser Integration erhält man die Gleichung: 



9) A = 2.-ij'x 



dx.U. 



Die nunmehr noch auszuführende Integration nach x ist gleichbe- 
deutend mit der Summation der Beiträge, welche die aämmtlichen 
der Ebene OYZ parallelen Schichten zu der Grösse A liefern, 
führt zu der Gleichung: 

10) Ä = ibe-^f x*dx oder: 11) A = 



Cij x* dx 



Durch Vertauschung der Buchstaben a und b erhält man fQr des 
anderen Theil B den Werth: 

12) B = -^yab'c. 

Das ganze Trägheitsmoment in Bezug auf die Achse OZ hat also 
die Grösse: 

13) r. = .1 + £ = y iabc(a' + b*}. 

Dieser Gleichung Icann man nach Substitution des für die Masse 
des Parallelepipedons sich ergebenden Werthes M^S-^abc auch 
die Form geben: 




Berechnnng dar Trägheitsmomente. 
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Fig. 194. 



Iche Weise würde man für die Tr3.ghait9inameDte in Bezug 
snderea beiden Goordinaten- Achsen dia Werthe finden ; 

16) T, = m(^+-'''), 16) r. = J/(^i±£i). 

TTägheitsmoment des ElUpsolla. 

le bei dem vorigen Beispiele schon erklärt wurde, kann 
) erste von den drei in Qleicbuag 3) angedeuteten lategra- 
tionen dadurch umgeben , dass 
man schon in Gleichung 1) für 
(/Af die Masse substitnirt, welche 
in einer der Achse Z par- 
allelen Säule vom Querschnitte 
(/.> dtj enthalten iat (Fig. 194). 
Für die Länge dieser Säule ist 
im vorliegenden Falle 1z za 
setzen, während dieselbe bei dem 
vorigen Falle gleich 2c war, 
Manerhält demnach ausGIeichung 
5) durch Vertauschung des Buch- 
staben c mit dem Buchstaben e 
den Ausdruck: 




17) T. = 2y fL{.r^+y*)dxdy, 



welcher vrie bei dem vorigen 
lie beiden Theile zerlegt werden kann: 



9 ^ = 2-1 



ih 



'dxdy, 19) B = 2Y//»y'ir<i!(. 



.//. 



Doppelintegral A zu bestimmen, hat man darin zunächst 
BD Werth zu subatituiren, welcher aus der Gleichung der 
IpOberfiäche 

~» „a ,» 
20) — . + T¥ + ^ = 1 ("ler: 

21) ,=.-^i/*.(i-2-:)-,. 

hmen ist. Wenn man hierin abkfirzungsweiae die Grösse: 
22) i'0-fi) = ^! 
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«•iMk t/t tmmt der obige Ausdruck für die Coordiuate z di» 

23) z = ^Vyl — i\ 

Dil Ucr mit y^ bezeicboete Grösse ist derjenige Werth, vd- 
vIm i» Gleichung 20) die Coordinate y aoBimnit. wenn darin £ = 
[pmrtit «ird. Es bann daber die GiCsse i/u ^^^ <^>^ "> ^^^ ^^ 
tvicM« j gebdrende Ordinate derjenigen Ellipse betrachtet werden, 
««kW dou in die Ebene OJCY fallenden Hauptschnitt der Ellif- 
MiiriKObMB&cbe bildet. Folt^lich ist + y^ der gröaste und — y^ der 
kWlMt« Wertb, welcben die GrJtEse y als Coordinate der EUipsoid- 
jT ^wttebe bei UDverändert bleibender Grösse der Coordinatu x 
IMMknui kann. Es ist daher die Integration nach y zwischen 
ifeM Qnoten y^ — yo ""'^ .'/ = + yo auszuführen, und nach Siili- 
tUtubcMn des in Gleichung 23) fQr z gefundenen Werthes kann man 
^Mb ab«n mit A bezeichneten Doppelintegrale nunmehr die folgende 
VMhi geben: 



24) ^ = 2^ 



\j.'ä.,JYyr- 



y*-dy. 



Vm lÜWt letzten Factor auf der rechten Seite bildende Integral is^ 

mW in Bezug auf Fig. 153 bereits erklärt wurde - — als Flächen- 

tolMlt <?'«•>■■ Halbkreisflilche vom Halbmesser y^ zu betrachten unö 

KMiA *X ßzti setzen. Folglich ist: ^^H 

Üö) A^-^T — I ylx^ dx. ^^^ 

Wwu wan hierin für yl den aus Gleichung 22) zu entuehmendeD 
WwSk stibatituirt, und alsdann die Integration nach x ausführt, ss> \ 
i^MIk IWW die Gleichung: 



«) A 



= -yTCic/f I i) ^^ 



V) A = y:zbc(~ 



•')- 



ytza'bc. 



I \ «itakwwbung der Buchstabeii a und b erhält man für c 
üi h den Ausdruck: 



*t) if^lTT^ 



4 



r 



Berecliiiuiig der TrHgheitsmomfinte. 



ganze Trägheitsmoment des Ellipsoida in Bezug auf die Achse 
hat also die Gr&sse: 

1 Substitution des (nach § 81) für die ganze Masse des Ellip- 

4 
i sieh ergebenden Werthes -^'(izabc^ M nimmt dieser Äua- 

1 die einfachere Form an: 

30) T.= «(°-+'')- 

Auf gleiche Weise würde man für die Trägheitsmomente in 
lg auf die anderen beiden Coordinaten- Achsen die Wertbe 

31) T. = m(^P^), 3-2) T,= m(^-^-). 

in man a=^b^ c^r setzt, so erhält man für das Trf 

lent der Kugel den Ausdruck: 

^ 33) T^^T^=T,^--Mr- 



1 



f 



TrägheitsmomGDt des CyllodeTs. 
Die Bämmtliehen einem Hohlcylinder vom Halbmesser p und 
Wandstarke df angebörenden materiellen Punkte haben den 
tand p von der Achse desselben. Man kann daher bei der 
Bestimmung des Trägheitsmoments eines aus 
Fig. 195. Tineiidlicl) vielen Hobicylindern zusammenge- 

setzten Vollcylinders die ersten zwei Integra- 
tionen dadurch umgehen, dass man in Glei- 
chung 1) für dM die Masse substituirt, welche 
in einem solchen Hohlcylinder enthalten ist. 
Nach Fig. 195 ist also: 

34) iiiV=2pTcrfpAY 
zu setzen, und man erhält für das Trägheits- 
moment des ganzen Cylinders in Bezug auf 
seine Achse die Gleichung: 



35) T = -i^E*k, 



2zyA /p*dp, oder; 
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wofür man Dach Substitution des Werthes für die Maase des Cyliii^^ 


auch setzen kann; 1 


MJi' m 


36) 3- = -^. ^J 


Trftghaltamomaat des Kegela. ^^^H 


Man kann sich den Kegel durch rechtwinkelig zur Achse hin- 


durchgelegte Ebenen in unendlich dünne Scheiben zerlegt denken, 


nnd erhält für den Boitrs^, welchen die im Abstände x von der 


Spitze befindliche Scheibe von der Dicta 


Fig. 196. dx und dem Halbmesser s zu dem Ttä^- 


1 heitsmomente des ganzen Kegels ÜBfeii 


I 


i 


nach Gleichung 35) den Ausdmck^^H 


/ 




37) dT=T^^-d^. V 


/ 


X \ 


1^ welcher nach Substitution des aus Fig. 196 
für z sich ergebenden Werthes die Form 








\ 


annimmt: ^^m 


' ^ 


38) jr = Y~tga*a:*dar. ^| 

Das Trägheitsmoment des ganzen Kegels 


1 


in Bezug auf seine Achse hat also die GrOsse: 


39) r=Y|lg<.'jx'rf«=T-Jtga'^. ^| 


Wenn man in dieser Gleichung ä ^ a = r und ^—^ — =^ M aetst 


setzt, so nimmt dieselbe die Form an: 


40) r=^«r>. ^ 


Tr&ghBitsinonieiit des Paratololds. ^^* 


Das Trägheitsmoment des in Fig. 197 dargestellten Eotations- 


Paraboloids kann auf dieselbe Weise wie das des Kegels berechnet 


werden. Der Beitrag, welchen die im Abstände x vom Scheitel- 


punkte befindliche Scheibe zu dem ganzen Trägheitsmomente 


liefert, ist wieder nach Gleichung 37) zu bestimmen, in welcher 


alsdann für z der im vorliegenden Falle aus der Gleichung der 


Parabel: 



Berechnung' der Trägheitsmomente. 
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41) z^^px 

i eotoehmende Werth zu substituircD ist. Man erhält also für 
as ganze TrägheitBmomenfc die Gleichung: 




T=h^p^x''dx='i'^p^L 



x' d.r, 



42) T = Tjp'h; 

welcher man mit Benutzung des 
aus Gleichung 41} sich ergeben- 
den Wertbea r*=pA auch die 
Form geben kann: 

43) T=-,~r^h. 

'ür die Masae des ganzen Paraholoids erhält man durch Summation 
er in den einzelnen Scheiben enthaltenen Massen die Qleichung: 



^ 



M=^ I '(s^T:dx^=yT:p I .rdi' = y -^pk*, oder: 



^ör das Verhältniss des Trägheitsmoments zur Masse ergiebt sich 
iemacb der Werth: 

*ö) -^ = x; folglich ist: r=^. 



Trägheitsmoment der geradllnlgeo Stande. 
Wenn mit L die ganze Länge der Stange AB, und mit y die 
I jeder Längeneinheit derselben enthaltene Masae bezeichnet wird, 
) ist yL^M die ganze Masae der Stange und -{ds^^dM die 
1 dem Längenelemente ds enthaltene Masse. Für das Trägheits- 
lomeut der Stange in Bezug auf die Ächae OX erhält man nach 
ig. 198 die Gleichung: 

T.^fdM.p'= fyds(y' + z'). 

Substitution der aus Fig. 198 zu entnehmenden Werthe 



Dritter Abschnitt. Cap. XIII. § 100. 



(ix __ 

Integration gelangt 



, 2^a;tg9, und nachherige Äusfahrung der 
man alsdann zu den folgenden Gleichungen: 

eoa9 / 
45) 2; = yLoM- 



' + ■'. 

yL^ sin 



Wenn- man a = setzt, so wird T^: ■ 






ifahrung der 
ichungenj i 

L * ain 9 •'\ 
"3 / 



man ein anderes Mal Ein 
Es sind also die Fälle, 



und Venn 



> = 1 setzt, so wird T^ = M {a* -|- -^)- 

in welchen die Ricbtungslinie der Stange 
die Drehachse schneidet oder 
auch rechtwinkelig zu dersel- 
ben gerichtet ist, in der obi- 
gen aligemeinen Gleichung als 
Epecielle Fälle entbatten. Da 
die RiehtuDg3linie der Stange 
die Achse OY rechtwinkelig 
schneidet, so ist daa Trägheits- 
iiiomeüt in Bezug auf diese 
Achse: 

46, T, = ^. 

Man erhält feiner aus Glei- 
chung 45) durch Vertauscbung der Grösse sin 9 mit der GrOsse 
cos 9 für das Trägheitsmoment der Siange in Bezug auf die Achse 
OZ den Werth: 

L" cos 9* \ 




47) 



T, = u{a' 



i 

i Körpers I 
elementeo 



Während das Trägheitsmoment des physikalischen Köfpei 
zu definiren ist als Summe der Producte aus den I 
in die Quadrate ihrer Abstände von der Drehachse, ist das Träg- 
heitsmoment eines geometrischen Körpers (resp. einer Fläehe oder 
Linie) zu definiren als Summe der Producte aus den Raum- 



Abhängigkeit dos Trägh ei Binomen ts von der Riebtang der Drehachse 
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Elementen (resp. Flächen- oder Linien-Elementen) in die ( 
ihrer Abalände von der Drehachse. Es iät daher nur erforderlich: 
in den oben für die Trägheitsmomente der Masaen gefundenen Aus- 
drücken überall den Factor t fortzulassen, um die Ausdrücke für 
die Trägheitsmomente der entsprechenden geometrischen Gebilde zu 
erhalten. 

g 101. 
Abhängigkeit des TraghelUmomenlE von der Richtung der Drehachie. 
Um für das Trä.gheit3moment eines Syatems von materiellen 



Drehachse OP einen allge- 
I in der Gleichung; 



Punkten in Bezug auf eine belie 
meinen Ausdruck abzuleiten, hat i 

1) T-S(mp'} 
zunächst die Grösse p*, als Quadrat des Äbstandes irgend eines 
der materiellen Punkte von der Drehachse näher zu bestimmen. 
Fig, 199. Aus Fig. 199 ergiebt sich für diese 

Grösse die Gleichung: 

p' = F — (Uose)*, 
, in welcher die Grössen l und 
cos e zu bestimmen sind aus den 
Gleichungen : 

l^ = X* '\- y^ -\- z\ 

cos 6= COSa+ ^COSß + -TCOHf. 

Nach Substitution der ans diesen 

Gleichungen zu entnehmenden 
(ferthe nimmt der obige Ausdruck für p* die Form an: 

p' = x^ -\- y^ -(-?* — (,!■ coa a + y cos ß -}- 2 cos 7)*, oder: 
p» = a:^(l — cosaä} + ^^(l — cosß* + 2ä(l— cost') 
— ixif cos a cos ß — '1x2 cos a cos y ^ 2_i/? cos ß cos 7. 

dieser letzteren Gleichung abkürzungsweise die 
I^UDiDie der ersten drei Glieder mit U bezeichnet, so kann man 
init Benutzung der Bedingungsgleicbung: 

- + cos ß ^ + cos Y * = 1 
Hiom mit ü bezeichneten Ausdrucke auch die folgenden Formen 




=a;'{coBß*+co3 7') -)- H* (eosa^-fcos-)'*) -|- s*(cos 
={y^ -\- z*) HOS OL^ -\- (x^ + z*) cos ß=-|- (a;*-j-y*) c 



t'+cosß'), 
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ladem man für p= im aus der Substitution dieses lettteren Aus- 
drucks sich ergebenden Wertb iu die Qleicbuog för T einsetzt, 
erbält man dann für das TrElgbeitsmonient die folgende allgemeiD» 
Gleichung: 

2) r=cosa»S{m((/«+^»)|+eosß»S(m(««+»*)}+co8Y»S{mC.c»-|-^'}j 
— 2cosacoaßS(tM.J7/) — 2cosaoo8 7S(»i(rs) — 2eoaßcoay2(mni). 
Au8 dieser Gleichung vfflrde man für jede beliebige Lage der Dreh- 
achse OP das TrägheitsmomeDt in Bezug auf dieselbe berechnen 
können, sobald die Coefficienten : 

v; («,,■,/) = i>, S (mrz) = E, 2 (myz) = F, 
welche auf die drei festen Coordinaten - Achsen sich beziehen, vor- 
her gefunden sind. Die drei Coefßcienten A, B, C sind die Trig- 
heitsmomente in Bezug auf die drei festen Coordinaten- Achsen. 
Die drei Coefßcienten D, E, F können auf ähnliche Weise wio 
die TrfigheitsmomeDte berechnet werden;' und nachdem diese Be- 
rechnung ausgeführt ist, würde man die obige allgemeine Qlei- 
chung für T in der Form: 

3) r ^ J cos a' + ß C08 ß* + C cos j^ 

— 2/>cosaco3ß — 2£'cosac03Y — Si^cosßcos-y 
als Darstellung des Gesetzes benutzen kOnnen, nach welchem die 
GrOsse des Trägheitsmomentes in der Richtung der Drehachse 
sich ändert. 

Die Beetimmiing jener sechs CoefScieiiten wUrde z. B. hei der in Fig. 198 
dargestellten Stange auf folgeDde Weise ausznfOhren eeiu. Für die erateren 
drei Coefficienten ergeben sich unmittelbar ans den Gleichungen 45), 46), 47) 
dea vorigen Paragraphen die Werthe: 



^M(.. + -pl), . = i^, C=,(. 



+ - 



Bei der Berechnung der letzteren drei Coeffieianten wQrdn m&D zu den folgen- 
den Gleichungen gelangen: 



s 


,x,) 




' = 


-/» 


oos<p 


s 


«X3) 




'tili 


^■TBin 






EUipsoiil der Trägheiteniomente. 






MaLsi 



Die anf solche Weise berechneten sechs Coefficieiiten würde man aacli 
benntzen kännes, um die Ausdrücke Tür die MomenteDaummen der Bewe- 
gDDgggtSBSen in Sezng aqf die drei festen Coordinaten -Achsen la bestimmen. 
' Wenn i. B. die iu Fig. 198 dargestellte Stange mit der Winkel geacbwindigkeit 
u Qm die Achse OX sich drehte, so würden aos den am Schlüsse des § 99 
Sefnndenen Gleichungen für diese drei Momenten Bnramen die folgenden Werthe 
sich ergeben; 

r = ~m(,. + ^''^'' Y j-. = — ■^— '-, 

„ ML' iin tp cos ip 



^«if analoge Weise würde man für den Fall, in welchem die Stange eine Dreh- 
bewegung nm die Achse T oder nm die Achse OZ ausfahrt, die Werthe für 
jene drei Moment ensnmmen berechnen können. Mit Beuutzmig des am Schlneae 
isa g 99 gefandenen Satzes würde man dann auch im Stande sein, die Werthe 
<'ica«r drei Momentensummen zu bestimmen für den Fall, in welchem jene drei 
''"■ehbewegnngen gleichzeitig staltHnden, d, h für den Fall, in welchem die 
■^'tange eine Drehbewegung ausführt, welche als Reaultirende ans jenen drei 
'Drehbewegungen sich zusammensetzt. 



§ 102. 
Ellipsald der Trägheitsmomente. 
Die im vorigen Paragraphen gefundene allgemeine Gleichung 
nach welchem die 
mit der Kichtting 



^ann man auch benutzen. 
Fig. 200. 



der Drehachse sich ändert, 
geometrisch darzustellen. Zu 
diesem Zwecke hat man ent- 
weder die Grösse T selbst oder 
auch irgend eine beliebig ge- 
wählte Function von T auf 
der jedesmaligen Richtung der 
^ Drehachse von dem Punkte 
aus als Längen grosse abzu- 
tragen. Die Endpunkte aller 
dieser Linien werden dann um 
den Punkt herum eine krumme Flg,che bilden, deren Form jeoes 
Geaetz veranschaulicht. Am zweckmassigsten erweist ea sich, für 
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jene Funetioii von T den Ansdruck; 



l) 



VT 



X= Leos OL- 



- LcQsy = 



für die i 

lie aiei- 



zu wälilen. Wenn man diese Längengrösse auf der Drehachse vou 
dem Punkte aus abträgt, so erhält man nach Fig. ^0 für die 
Coordinaten des Endpunktes P die Wertho; 
cosa „ , , cospl 
/'/' Vt 

und fnr die drei Winkel a, ß, y ergeben sich hiernach 
chungen : 

cos a = X Yt, cos ß = r Vf, C03 T = Z Vf. 
Nach Substitution dieser Werthe nimmt die im vorigen Para- 
graphen gefundene Gleichung 3) bei Weglassung des allen Gliedern 
gemeinschaftlich en Factors T die Form an: 

2) l=AX'-^BY'-\-CZ'^ -IDXY—iEXZ — FYZ. 
Mau erkennt an der Form dieser Gleichung, dass jene krumme 
Fläche die Oberfläche eines Eilipsoida ist, dessen Mittelpunkt mit 
dem Anfangspunkte des Coordinatea-Systems zusammen (Utlt. Die 
Gleichung einer EUipsoid - Oberfläche kann man stets auf die ein- 
fachere Form: 

3) \.=AX^-\-BY^ + CZ^ 
bringen dadurch, dass man die drei Achsen des Ellipaoids als 
Coordinaten- Achsen wählt. Es folgt hieraus, dass man unter allen 
umständen durch eine Lagenveränderung des Coordinaten- Systems 
das Erfülltsein der Bedingungsgleiebungen: 
i? = 0, £==0, F 
bewirken kann. Die auf solche Weise zu bestimmenden drei Ct 
dinaten-Ächsen nennt man die drei ,, Hauptachsen" für den Punkt 0, 
und die drei Grössen A, B, C als Trägheitsmomente in Bezug auf 
diese Hauptachsen werden die drei „Haupt- Trägheitsmomente" ge- 
nannt. Für jeden beliebig gewählten Pniikt giebt es also drei 
einander rechtwinkelig in diesem Punkte schneidende Achsen, in 
Bezug auf welche die drei Bedingiingsgleichungen erfüllt sind: 

4) S(m,r,/) = 0, 5) S(m.-'2) = 0, 6) 2(m;,z) = 0, 
wenn dieselben als Coordinaten-Achseu gewählt werden. Kennt 
man die Lagen dieser drei Hauptachsen und die Grössen der drei 
Haupt- Trägheitsmomente A, ß, C, so kann man das Trägheits- 



:em3 ' 



Central-Ellipaoid. 
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momeot in Bezug auf eine beliebige anciere durch den Punkt 
gelegte Achse, welche die Winkel et, ß, f mit jenen drei Haupt- 
achsen einschlieast , nunmehr berecbneo nach der einfacheren 
Gleichung: 

7) T = AGOsoL^ + Bcos?.^ + Ccosf\ 
Die Aübfle OX ist eine Hmptaache, wenn diu beiden Bedingnnga- 
gleichnngeo erfüllt eind: 

S(»nj;y)=0. %{mxz) = 0. 
Die Gleichnngen 14) und 1&) des § 99 netiraen fQr diesen Fall die Formen an: 

Ft = Q, F. = 0. 
Wenn also bei dem in Fig. 190 nn^l Fig. 191 dargestellten Falle die Drehachse 
OX eine Hauptachse wäre, so würde diese Drehachse selbst diejenige Ach^^e 
sein. iD ÜezQg auf welche die Momenten summe der BewegnngBgrössen ein 
Maxiniam wird, und nach Gleichung 13) de» § 99 ist diracs Maximum gleich 
dem Producte aaa der W in kelgeach windigkeit in das Trägheitamoment des 
Eörpers in Bezug auf diese Achse. 



Pig. 301. 



§ i03. 
Central-Elllpaoid. 
Nach Fig. 201 ist das Trägheitsmoment in Bezug auf die recht- 
relig ZOT Bildfläche stehende Schwerpunktsachae S zu bestim- 
men aus der Gleichung: 

r. = s (,„■=) = s|,»(5' + V)), 

und das Trägheitsmoment in Bezug auf 
eine Jener Schwerpunktaachse parallele 
Achse hat die Grösse: 
n = S(mp>) = S(»(x' + ,>)l, odur: 
r. = 2(,„[(a + 9> + (i + ,)']}. 
Wenn man in dieser letzteren Gleichung 
die aus der Figur sich ergebenden Werthe 
a^ -\-b^ ^P und ^^ -f V)* = r' aub- 
stitnirt, so kann man derselben die Form geben: ■ 

7o = 2 (,«;") + S imr') + '2«2 (m^) -f 262 (m^). 
Für das erste Glied auf der rechten Seite kann man auch MP 
setzen, indem man die ganze Masse mit M bezeichnet; das zweite 
Glied ist gleich 7",; die beiden letzten Glieder sind nach der Lehre 
vom Schwerpunkte ein jedes für aich gleich Null. Folglich ist: 

T, = T,-\- Ml*. 
„Man erhält also das TrägheitamomeDt in Bezug auf eine 1 
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I dem TrägbeitsmomeDte in Bezug aaf di 

ise noch das Product aus der Masse ii% 
Quadrat des Abstandes beider Achsen 



Achse 0, indem mau : 
parallele Schwerpunittsa' 
gauzen Körpern in da 
hioKU addirt," 

Daa Ellipsoid der Trägheitsmomente für den Schwerpunkt 
eines ESrpers (oder eines beliebigen Systems von materieUen 
Punkten) wird das „Central -Ellipsoid" genannt. Da daa Tr&gheitg- 
moment für jede Scbwerpunktsacbse durch den in diese Acbsen- 
ricbtung fallenden Kadiusvector der Central- Ellipsoidfläche gegeben 
ist, 80 kann man für jeden beliebigen ausserhalb des Schwer- 
punktes liegenden Punkt das Trägheitsmoment in Bezug auf eine 
beliebige durch diesen Punkt gelegte Aübse nach obiger Qleicbung 
leicht bestimmen, sobald das Central -Ellipsoid für den Körper 
gegeben ist. 

Der grössten von den drei Achsen des Central-EUipsoids ent- 
spricht das kleinste der drei Haupt-Trflgheitamomente für den 
Schwerpunkt. Da das Trägheitsmoment in Bezug auf eine ausser- 
halb des Schwerpunktes liegende Achse immer grösser ist als das 
Trägheitsmoment in Bezug auf die parallele Schwerpunkteachse, 
so ist jenes kleinste Haupt- Trägheitsmoment in Bezug auf den 
Schwerpunkt zugleich das kleinste von allen Trägheitsmomenten 
überhaupt. Das Central-Elüpsoid geht in eine Kugel über, wenn 
für den Schwerpunkt die drei Haupt -Trägheitsmomente einander- 
gleich sind. Der Kadiusvector der Kugelfläche hat für jede Rich- 
tung dieselbe Grösse; folglich sind in diesem Falle für alle durch 
den Schwerpunkt gelcgteu Achsen die Trägheitsmomente gleich 
gross. Wenn nur zwei von den drei Achsen des Central-EIlipsoids 
gleich gross sind, so kann dasselbe als ein Rotations- Ellipsoid 
betrachtet werden. In diesem Falle sind die Trägheitsmomente- 
für alle rechtwinkelig zu der Rotationsachse durch den Schwer- 
punkt gelegten Achsen gleich gross. 

Bei einem Körper, welch r so beBcljaEfen ist, dasa derselbe durch jede 
von drei im Schwerpunkte einander rechtwintelig »«bneidenden Ebenen gleich- 
zeitig in zwei symmetrische Eulften sich Kerlegen ISsst — wie z. B. bei dem 
in Fig. 193 dargeatellteu homogenen Parallelepipedon ~ eind die Bediognnge- 
gleichungen 4), 5), 6) dea vorigen Paragraphen — wie man sich leicht ilber- 
nengen kann — stets erfüllt, wenn jene drei Sjrometrie-Ebenen selbst all 
Coordinaten- Ebenen gewählt werden. Es fallen daher die drei Achsen dei 
Central-EUipsoids in solchem Falle mit den drei Cnordi Daten- Achsen lasammeni 
und bei jenem Parallelepipedon z. B. ergeben sich für die drei Haupt-Trägheits- 
mometite in Bezug auf den Schwerpunkt aus den Gleichungen 14). 15), Ifi) 
des § 100 die Werthe: 



PsrallelepipeduD sind aUo: 



v\ 



M[t' + ,<) 



^/i«(.^ 



+»•) 



Die (trei Halbachsen des Centtal-EUipsoids für diese 
I _ 1 1 

F .- ! >, __' 

Wenn o = 6 = c ist, so wird A = B~C. folglich ituch a = h = c. PQr einen 
Würfel nimmt also das Central -Ellipaoid die Form einer Kugel an; folglich 
sind die Trägheitsmomente des WüffelB für all« durch den Mittelpunkt des- 
selben gelegten Achsen gleich gross. 

Nach der am Schlüsse des § 100 gegebenen Erklärung könoen 
die hier für das Trägheitsmoment einer Masse gefundenen Sätze 
ohne Weiteres auch auf die Trägheitsmomente von geometrischen 
Gebilden übertragen werden. 



§ 104. 
Ableitung der drei Euler'ichen Gltichungen [Ur die nreh 
um einen lesten Drehpunkt. 



9 testen KOrpert 



Die drei rechtwinlielig zu einander gerichteten Hauptachsen 
1^68 Körpers in Bezug auf den festen Drebpunl^t bilden ein be- 
"weglicbes Coordinaten-System, welches mit dem Körper um diesen 
p. 2^^ Punkt sich dreht. Der in § 98 

(Gleichung 5) gefundene Satz von 
den Momentensummen der Be- 
wegungsgrössen dagegen bezieht 
sieh auf eine feste Achse. Om 
also jenen Satz auf den vorliegen- 
den Fall annenden zu können 
und gleichzeitig die Vortheile be- 
nutzen zu können , welche die 
Wahl der Hauptachsen als Coor- 
dinaten-Achsen für die Bestimm- 
ung des Trägheitsmomentes bietet, 
hat man das feste Coordinaten- 
System so zu legen, dass dessen 
drei Achsen OX, OY, OZ resp. zusammenfallen mit den Lagen 
OA, OB, OC, welche die drei heweglichen Hauptachsen in einem be- 
stimmten Zeitpunkte, nämlich dem Anfangspunkte des Zeitelements 
gerade erreicht haben (Fig. 202). 





iments dt, ^^M 
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Wenn a die Drehgesebwindigkeit ist, mit welcher ^^««^^1 


Zeitpunkte der Körper um seine augenblickliche Drebacbse sich j 


dreht, und wenn a, ß, y die Winkel sind, welche dieae augen- 


blickliche Drehachse mit den drei Hauptachsen eiaschliesat, so sind 


(nach § 18): 


to cos a=jj, {0 30sß = 5, ß)C0S7 = r 


die Drebgesiih windigkeiten um die drei Hauptachsen. Nach der am 


Schlüsse des § 102 gegebenen Erklärung sind alao in diesem Augen- 


bUcke: 


Ap, Bq, Cr, 


reep. die Momentensummen der Bewegungsgrösaen in Bezug auf die 


drei Hauptachsen. Am Ende des Zeitelements ät sind: 


p + dp, q-\-dq, r-f-rfr, 




lieh sind: 


A(p-\-dp), B(q + dq), Cir + dr) 


resp. die Werthe, welche die Momentensummen der Bewegungs- 


grösaen in Bezug auf die drei Hauptachsen am Ende der Zeit dt 


erreicht haben. Zugleich ist eine unendlich kleine Laganverände- 


203. ™'S des beweglichen 

Systems der drei Haupt- 


/r~iP achsen eingetreten, und 


1 z 


""ü jede derselben wird am 




p^' Ende des Zeitelements 




// dt von derjenigen festen 




// Coordinaten-Achse, mit 




il welcher sie im Anfange 




/ dieses Zeittheilcbens zu- 


^^^^ 


' aammenfiel, um einen 

— . iF „„..„Jii^i. n^i^.,^ -nri... 


B ^/ ^^^^~^^^~^^^^^^S~^/ iel aicb entfernt haben 


■ 3*^X^ Ä~~^ (Pig- 203). Da es sich 


H ^C-'U ^^^^ °^'' ""* ^"^ unend- 


H yy lieh kleine LagenverÄn- 


^^ ^ dorung handelt, so kann 


^1 man die neue Lage des Hauptachsen - Systema in der Weise be- 


^1 stimmen, dass man zunächst die Lagen Veränderungen aufsacht, . 


H welche eine jede der drei Drehbewegungen: ^h 


■ fdt, qdt, rdt ^^| 



Drehung einen KSrpers u 



1 festen Drehpnntt. 
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einzeln genommen zur Folge haben würde, und oachher für jede 
Hauptachse diese einzeln gefundenen Verschiebangen zu einer Re- 
siiltirenden zusammensetzt. 

Nach § 99 kann man die Momentensummen der Bewegunga- 
gr&sseo, indem man dieselben als Längengrössen auf den betreffen- 
den Äcbsenrichtungen von dem Punkte aus abträgt, gerade so 
wie wenn es Geschwindigkeiten oder Kräfte wären, zu einer Be- 
sultirenden zusammensetzen, oder in ihre Componenten zerlegen. 
Um also für den Endpunkt der Zeit dt die Momentensumme der 
Bewegungsgrössen in Bezug auf die feste Achse OX zu bestimmen, 
hat man eine jede von den drei in Fig. 301 angegebenen Mo- 
mentensummen auf die Achse OX zu projiciren und die Summe 
dieser drei Projectionen zu bilden; man gelangt dann zu dem 
Ausdruck: 

A(p -\- dp) cos 6 + -B (? 4- ('s) cos ^ + C (r 4- dr) cos r}). 
Indem man von diesem Ausdrucke die Grösse Ap sabtrahirt, er- 
hält man den Zuwachs, um welchen die Momentensumme der Be- 
wegungsgrössen in Be- 
zug auf die feste Achse 
OX während der Zeit dt 
sich vergrössert hat, und 
dieser Zuwachs durch dt 
dividirt giebt den Diffe- 
renzial-Quotienten jener 
Momentensumme. Nach 
dem in § 98 (Gleichung 
5) gefundenen Satze ist 
dieser Differenzial-Quo- 
tient gleich der Summe 
der statischen Momente 
der wirkenden Kräfte in 
Bezug auf ehendteselhe 
Achse zu setzen. Wenn man also mit ö, 5K, 9i reap. diese Kraft- 
moment ensummen in Bezug auf die drei Achsen bezeichnet, so er- 
hält man in Bezug auf die Achse OX nunmehr die folgende Glei- 
chung: 
A(p-\- dp) cos h -\- Bjq-^- dg) coa f-\-C(r'^ dr)co3'\) — Äp 




dt 
Zur Bestimmung der Winkel S, 9, 4j hat man das in Fig. S 



-=a. 
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Dritte 


r ÄbBchnitl.- 


■ 

C.p. 


XIII. 


§ 104 


^ 


^' 


dargestellte Verfahren 


anzn wenden 


Der Wink«! 


h ist ein 


unend- 


lieh kleiner 


Winkel; 


folglich ist 


bi> 


auf 


eine 


uaendlicb 


kleiD« 


Grösse zweiter Ordnung genau: 














COS?P 


= 1. 








li 


Der Winkel 


welchen 


die Achsen 


OB 


und 


OX mit einander ein- Ig 



= sin (5 dt) ^qdt. 



schliessen, hatte im Anfange des Zeittheilcbens dt die Grtoe-^- 

Für die Beiträge, welche die drei Drebgeseh windigkeiten p, q, r in 
seiner Vergrösserung liefern, ergeben sich aus Fig. 203 resp, die 
Wertha: 0, 0, + »• dt. Folglich ist: 

coe 9 = CO8 (-(,- + r dtj = — 9in tr dt) = — r dt. 

Der Winkel zwischen den Achsen OC und OX hatte im Anfange 

des Zeitelements dt ebenfalls die Grösse-^- Zu seiner Vergrösse- 

rung liefern die drei Drehgeschwindigkeiten p. q, r resp. die Bei- 
träge: 0, —qdt, 0. Folglich ist: 

COBl{> =COS {-^ ^t" ) = 

Nach Substitution dieser drei Werthe nimmt die obige Gleidi 
die folgende Form an: 

A{p + dp ) — B{q-\- dg) rdt^C(r-\' dr) gdt- 
dt 
Im Zähler des Ausdrucks auf der linken Seite fallen die beide ^ 
endlichen Glieder ~\- Ap und — Äp gegen einander weg; un -^ 
wenn mau ferner die uuendlich kleinen Glieder zweiter Ordnnn^ffi 
neben den unendlich kleinen Gliedern erster Ordnung als ver^" 
schwindend fortlässt, so erhält man die einfachere Gleichung: 

dt 
Durch Wiederholung des hier in Bezng auf die Achse OX erkÖ 
ten Verfahrens und Auwendung desselben auf die beiden anderai* ' 
Achsenricfatungen würde man zu den folgenden Gleichungen ; 



I. 



-{B — C)qr = ä. 



rkW^ 



- (C — A) yp = '<St. 



-{A-B)pq = 



Drehang eines Körpers u 
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Wenn man das ganze obige Beweisverfahren für irgend einen 
tereo Zeitpunkt wiederholen wollte, in welchem das bewegliche 
lern der Hauptachsen eine andere Lage angenommen hat, so 
'de man sich wiederum das feste Coordinaten-System so gelegt 
denken haben, dass die Achsen desselben mit den neuen Ricb- 
;en der Hauptachsen lusammenfallen. Die drei Grösaen S, 
91 würden also nunmehr die Erattmomente in Bezug auf dieae 
en Achsen bedeuten. Es folgt hieraus, dasa in den obigen 
|;enieinen Gleichungen unter den Grössen ß, SK, 91 nicht die 
raftmomente in Bezug auf gewisse feste AchaenrichtungeD , son- 
irn vielmehr die Momentensummen der wirkenden Kräfte in Bezug 

flie drei beweglichen Hauptachsen des rotirenden KOrpera zu 
)hen sind. 
§ 105. 
Drohung de» KSrpers ohne Einwirkung von Krätten. 
Die im vorigen Paragraphen gefundenen drei Gleichungen 
hmen für den Fall, in welchem ausser dem Widerstände des festen 
■ehpuuktes gar keine äussere Kräfte auf den Körper wirken, die 
genden Formen an: 



I. A 



dt 



-(C~Ä)rp = 0, 



ni. 



-{A^B)pq = 



Bnn man diese drei Gleichungen resp. mit den Grössen p, 2, r 
iltiplicirt und dann addirt, so erhält man die Gleicliung: 

lern man dieae Gleichung integrirt, und die Integrationscooatante 
t k bezeichnet, gelangt man zu der Gleichung: 



1) - 



n die Bedeutung der Grösse h i 
ung die folgende Form zu gebe 



i erkennen, hat man dieser Glei- 
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und darin für die GrßB8eu; — i -^i — die aus Fig. 202 zu ent- 
' to a a 

nehmendeD Werthe zu subEtituiren ; man erkennt dann, dasa der 

eingeklammerte Äusdnick auf der Unken Seite mit dem in § 102 

(Gleichung 7) für das Trägbeitsmoment gefundenen AusdniAe 

übereinstimmt. Wenn aleo das Trägheitsmoment des KQrpers in 

Bezug auf seine augenblickliche Drehachse mit T bezeichnet wid, 

Bo zeigt die obige Gleichung in der Form: 



2) 



^k, 



dass die Constante h die unverändert bleibende lebendige Krad 6» 
Körpers bedeutet. 

Wenn man ein anderea Mal die drei Gleichungen I, 11, 111 
resp. mit den Grössen ^Ap, ^Bq, 2 Cr multiplicirt und dann addirt, 
so erhält man die Gleichung: 

Indem man dieselbe integrirt und die Integrationsconstante mit T 
bezeichnet, gelangt man zu der folgenden Gleichung: 

Die Grössen Aji, Bq, Cr sind resp, die Monaentenaummen 
der Bewegungsgrössen in Bezug auf die drei beweglichen Haupt- 
achsen oder in Bezug auf drei mit den augenblicklichen Kichtnngea 
derselben zusammenfallende feste Coordinatenachsea. Nach § 99 
(Gleichung 8) ist also die Constante k die unverändert bleibende 
Momentensumme der Bewegungsgrössen in Bezug auf die Acbse der 
unveränderlichen Ebene, und die Winkel, welche die drei Haupt- 
achsen mit der Achse der unveränderlichen Ebene eioschliessen, sind 
zu bestimmen aus den Gleichungen: 



4) cos Q ^ - 



5) cos b = 



Wenn mit e der Winkel bezeichnet wird, welchen die Ächsa 
der unveränderlichen Ebene mit der augenblicklichen Drehachse ein- 
schliesst, so ist: 



E := cos a cos a + cos ß cos b -|- ci 



oder: 



i rechtwinkeliger Zerlegung der 
der unveränderlichen Ebene 



Drehgeschwindigkeit i 
Componente: 



r 



Dreliung eines Eörpeia 
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m einen festen Drehpnn&t^ 



behält also wahrend der Bewegung stets dieselbe Grösse, 

Für den in die augenblickliche Drehachse fallenden Hadius- 
irector der Oberfläche des Trägheitaellipsoids ergiebt eich aus 
;. 200 die Gleichung: 

-~=-fT, oder: -J = o)/r, 

Erelcher man nach Gleichung 2) auch die folgende Form geben 



8) —^i2h. 

t man die Gleishung 7) durch diese letztere dividirt, so erhält 
lau die Gleichung: , 

9) icosE = ^. 

eiche zeigt, dass auch die Frojection jenes Badiusvectors auf 
ÄchBe der ud veränderlichen Ebene beständig dieselbe GrOsse 
iehält. 

Nach § 102 ist die Gleichung der Oberfläche des Trägheits- 
lipsoids in Bezug auf das Hauptachsen-Sjstena: 

10) Ax*'\-By^-\-Cz^=\, 
^d wenn mit j-,, ?/,, Zj die Coordinaten desjenigen Punktes dieser 

lache bezeichnet werden, welcher zugleich in der augenblicklichen 



ehactise liegt, so 


ist: 








11) z — z, 


= 1.(1 — 1,) + 


die Gleichungeiner durch 


v,s. 20«. 


FiB. 206. 


diesen Punkt gelegten 


z z 


Ebene. Soll diese Ebene 


"N? 




^^ 


zugleich eineBerührungs- 




^v,^^ 








ebene derEUipsoid-Ober- 




?v!\ 




^ 




fläche sein, so müssen 


», 




6 




t, 


die partiellenDifferenzial- 

quotienten -r- an der 
dx 


' a. i 


X, -^ 


Beruhrungsstelle für 






beideFlächendengemein- 




enWerth 


12 


tg <p anDeh 


men (P 


g.205); ebenso die beiden 



I 

I 



A 
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^tg-;. (Fig. 206). Aus den beideo Gleichungen 10) und 11) n- 
geben sieb Für die partiellen DiETerenzialquotienten -i- resp. die Wertbe: 
dz Ax , dz 



dx 



C? 



Indem man diese beiden Grössen für die Berührnngsstelle einander 
gleichsetzt, erhält man ffir den Coefficienten a den Werth: 
Äx, 

Auf gleiche Weise erhält man znr Bestimmung des anderen Coef- 
ficienten h die Gleichungen: 

dz Bu , dz , , , By, 

~- = — -^ und ---=b, also: b = —y~-- 
dy Uz (ty Cz, 

Die Gleichung der Berührungsebene nimmt nach Substitution i 

Werthe die Form an: 

Ax, , , By, , 

^i, .i + ^y, .y + Cs, . » = 4l! + Sy; + Ca;. 
Der in dieser letzteren Gleicliung auf der rechten Seite stehende 
Ansdniek ist (nach Gleichung 10) gleich Eins; folglich ist: 

12) M,r,).i + (By,)., + (C^,).2 = l 
die Gleichung derjenigen Ebene, welche die Oberfiäche des Träg- 
heitsellipsoida im Pole der augenblicklieben Drehachse berührt. 

Um die Bedeutungen der drei eingeklammerten Coefficienten 
zu erkennen, hat man in der obigen Gleichung zunächst y^O Httä-J 



-(y — yi). oder: 



ander 
Coef- 
dwaar | 



s ^ zu s 



; die Coordinate x nimmt dann den Werth i 
1 



Der Coeffizient [A.c^ ist also der reciproke Werth des Abstandes 
a-fl zwischen dem Drehpunkte und dem Dorchschnittapnnkte jener 
Ebene mit der Achse OX. Die analogen Bedeutungen haben die 
beiden anderen Coefficienten in Bezug auf die beiden anderen Achsen. 
Bs ist nämlich nach Fig. 207: 



{Ax,) 



1 



/,) = 



(C3,) = 



i 



DFehung eines Körpers um einen festen Drehpunkt. 
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F ür die Winkel, welche das von dem Drehpunkte auf jene 
Ebene gefilllte Perpendikel ON mit den drei Achsen einschliesst, 

ergeben sich aus Fig. 

Fig. 207. 




207 die Gleichungen: 



cosX = 



_ P 



Xi 




cos UL = -^ 



cos v = 



13) p = 



1 



Indem man die Qua- 
drate dieserGleichungen 
addirt und zugleich 
für die Grössen x^^ 
i/o , Zq ihre Werthe sub- 
stituirt, erhält man die 
Gleichung: 

(9Ax,y-\-(gBy,y 

+ (pC2ri)2=l, oder: 



Nach Substitution der für die Grössen p, Xq^ i/q^ z^ gefundenen 
Werth e nehmen die obigen Gleichungen für die drei Winkel X, [x, v 
nunmehr die folgenden Formen an: 



cosX = 



COS|iL = 



cos V = 



V{Äx^y-\-{By,y-\-(Cz,y 



V(Äx,y-\-{By,y^{Cz,y 

Die Grössen x^y y^y z^ sind die Goordinaten des in der Ellip- 
8oid-Oberfläche liegenden Poles der augenblicklichen Drehachse, und 
die Grösse L ist der Badiusvector dieses Poles; folglich ist: 

—1 =cos a, ^ = cos ß, -Y- = cos y und 

Li Li Li 



€0 



x. 



Vi 



€0 



= r. 
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Wenn man also in deo obeu für die QrOsseD cos),, cos [t, «»« 
gefundenen Gleichungen die auf der rechten Seite stehenden Aus- 
drücke im Zähler und Nenner mit der Grösse -j- mnltiplicirt 

L die Gleichungen: 



erhält l 



14) 



s>> = 



V{Ai,y 



15) coa [JL = 

16) cOBv = 



ViApY 



Ap Äp 

Bq __^ 

-(.Bqy + iCry" k ' 

Cr Cr 



'V(Apy+iBqy^(Cry * 

Die Vergleichung derselben mit den Gleichungen 4), 5), G) zSi 
dass die Winkel X, [i., v resp. mit den Winkeln a, 6, c überein- 
stimmen. Die Normale der Beruh rungsebene fällt also stets mit der 
Normalen zur unveränderlichen Ebene zusammen. 

Wenn man ferner den in Gleichung 13j für p gefundenen Aus- 
druck in derselben Weise behandelt, so erhält man mit Berück- 
sichtigung der Gleichungen 8) und 9| für den Abstand der Berührungs- 
ehene too dem Drehpunkte den constauten Werth; 

,,, a VÜ . 

17) p = "rT= 1. = ■*' fios e. 

Denkt man sich die unveränderliche Ebene als feste Wand- 
fläche im Abstände p vom Drehpunkte liegend, so erkennt man, 
dass dieae Wandfiäche von der Ober- 
J^'S 20S fläche des Trägheitseliipsoids stets in 

demjenigen Punkte /■* der letzteren be- 
rührt wird, welcher als Pol der augen- 
blicklichen Drehachse die Geschwindig- 
keit Null hat, Folglich geschieht die 
Drehbewegung des Körpers genau in 
derselben Weise, wie wenn das mit dem 
Körper verbundene, an der Drehbewe- 
gung desselben theilnehmende Träg- 
heitsellipsoid auf der unveränderlichen 
Ebene rollt (Fig. 208). 

Während dieser rollenden Bewegung 

wird im Allgemeinen die augenblickliche 

ändern — sowohl in Bezug auf ein festes 

:h in Bezug auf das an der Dreh- 




Drehachse ihre Lage 
Coordinaten - System, 



Drehung eines Eörpera u 



1 festen Drehpunkt. 



Fig 209 



bewegUEg tbeilnebmende HauptachseD-System im Inneren des Kör- 
pers. Nur JD dem Falle, wenn die anfUngliche Drehbewegung so 
bescbaffen war, dasa gleich Anfangs der 
Kadiusvector der Berührungsstelle mit 

1^ der Normalen zui- unveränderlichen Ebene 

^-—-..^^^ m zusammenfiel, wird die augenblickliche 

/ ^v « Drehachse ihre Lage unverändert beibe- 

/ ^Ä halten. Dieser Fall tritt ein, wenn eine 

I ^& ^^^ ^™ Hauptachsen des Körpers die 

1 "-tr'm anfängliche Drehachse desselben bildete 

\ O--^^ W ('Fig. 209 und Fig. 310). In diesem 

\ Ä Falte wird der Körper seine Drehbewegung 

( \ I W um diese Hauptachse gleichförmig fort- 

I \ / m^ setzten , wie wenn dieselbe eine feste 

* \^ W Drehachse wäre. 

Den Widerstand des festen Dreh- 
pnnktes oder die Kraft, welche auf den Körper wirken muss, nm 
eine Bewegung dieses Punktes zu verhindern, würde man nach dem 
Gesetze des Schwerpunktes 



Fig. 210. 



stimmen können, indem man die 

ttt Masse des KiJrpers mit der augen- 

» blick liehen Beschleunigung des 

M Schwerpunktes multiplicirt. Für 

^ — -^^^.^ » den Fall, dass der Schwerpunkt 

j-"""^ ^N^M selbst den Drehpunkt bildet, be- 

/ "^-^m ^^^^ ^^ o^^ keiner Widerstands- 

' o-""^"^ /W kraft, um denselben festzuhalten, 

/ M weil die Beschleunigung des 
y m Schwerpunktes in diesem Falle 
X..^^^ ^^^^^ Ä gleich Null ist. Wenn also die 

™ anfängliche Drehachse eines frei 
im Räume schwebenden Körpers 
eine der drei Hauptachsen des Schwerpunktes war, so setzt der 
JSörper seine Drehbewegung um diese Achse gleichförmig fort, ohne 
dass es irgendwelcher Widerstandskräfte bedürfte, um die Drehachse 
festzuhalten. Die drei Hauptachsen des Schwerpunktes werden des- 
halb „freie Achsen" genannt. 
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§ 106. 
Anwendungen des Prrnclpi der Flüchen. 

Wenn die algebraische Summe der statiachen Momente aller 
ein beliebiges System von materiellen Punkten wirkandon 
Kräfte bestäadig gleich Null ist in Bezug auf eine vertieale 



ÄciiBe OZ, so ist nach { 




die Grösse 2(mvr) als Momeoten- 
summe der Bewegungs- 
grOssen in Bezug auf 
diese Achse eine c«n- 
staute Grösse; ebeEBO 



auch die Grösse S 



m 



als Summe der Flächen- 
geschwindigtteiten. Man 
findet diese Grössen — 
wie in § 98 erklärt 
wurde — indem man die materiellen Punkte nebst ihren Ge- 
schwindigiceiten auf die Horizontalebene projicirt und für diese 
Projectionen die Momente der Bewegungsgrössen in Bezug auf deo 
Drehpunkt — resp. die Fiachengeschwindigkeiten — zu einer 
algebraischen Summe zusammenfasst. 

Die obengenannte Bedingung ist erfüllt, wenn die yertical 
abwärts wirkenden Gewichte der materiellen Punkte und die ver- 
tical aufwärts wirkenden Widerstände der festen Horizontalebene 



die einzigen äusseren Kräfte i 
(Kg. 213). 



welche auf das System wirken 



Ba folgt hieraus a. B., 
dass ein auf vollkommen 
glatter horizontaler Eis- 
fläche stehender Hcnsch, 
welcher anfangs im Bnhe- 
ztiatande sich befand, nie- 
raalfl im Stande aein wird, 
sich selbst eine Drehbewe* 
gutig um seine Terticale 
Acliae zu ertlieilen. Wenn 
durch die in seinem Kör- 
per thätigen inneren Kräfte 
bewirkt wird, dass ein Theil des Körpers eine Drehung nach rechts herum 
ausfahrt, ao wird nothwendig ein anderer Theil des Körpers gleichzeitig 
eine Drehung nach links herum ausführen müäsen. Das Gleiche würde för 




Au Wendungen des I'rincipa der Flächen. 
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I 



eine Geselbchaft von niebreren Personen gelten. Die einzelnen Mitglieder 
derselben können durch Änwendang von inneren Kräften, mit welchen sie 
xiebend i>der schiebend anf einander gegensei<;ig einwirken, einander sich 
nähern oder ron einander sich entfernen ; aber wie nach dem Gesetze des Schwer- 
punktes das Ganzo niemals eine hori7ontBle fortsclireitende Bewcgnng annah- 
men kann, eben so wenig würde die (iesellachaft als Gariiea sich eine Dreh- 
bewegung uiu die verticale Achse ertheilen können — auch dann nicht, wenn 
noch ätusere Erüfte liiningezogen würden, deren Ausgangspunkte in der 
Drehachse OZ sich befinden. 
Denkt man sich ein System vun materiellen Punkten bestehend aus 
einem Menschen und irgend einem anderen Gegenstande, welchen derselbe in 
seinen Händen halt, so erkennt man, dass es in diesem Falle dem Menschen 
Beibat möglich sein würde, sich eine Drehbewegung nach rechta hemm in 
ertheilen, und zwar dadurch, dass er den; von seinen Händen gehaltenen 
Gegenstände gleichzeitig eine Drehbewegung nach links herum erthcilt. 

i Nach § 98 (Gleichung 6) erhält man für eine um ihre feste 
Achse sich drehende kreisförmige Scheibe die Momentensumnie 
der BeweguDgsgrössen in Bezug auf die Drehachse, indem man 
das Trägheitsmoment T mit der Winkelgeschwindigkeit o multi- 
pliciri Wenn an zwei gegenüber liegenden Stellen in den Äb- 
atänden x von der Drehachse noch zwei materielle Funkte von 
den Massen m hinzugefügt werden, welche an der Drehbewegung 
theilzunehmen gezwungen sind , so wird dadurch das Trägheits- 
moment auf die Grösse T -\- ims'', und die Momentensumme der 
Bewegungggrössen auf die Grösse (T-f 2j«3;')o) vergrössert. Denkt 
man sich die beiden materiellen Punkte längs des Durehmessers 
Scheibe verschiebbar und auf einander gegenseitig eine an- 
oder abstossende Kraft über- 
— etwa mittelst eines die- 
selben verbindenden elastischen Fa- 
dens oder mittelst einer zwischen 
denselben angebrachten gespannten 
Feder — so erkennt man, dass diese 
Kräfte als innere Kräfte die Momen- 
tensnmme der Bewegungsgrössen nicht 
verändern können. Das Wachsen des 
Abstandes x his auf die Grösse x^ be- 
dingt also ein Abnehmen der Winkel- 
geschwindigkeit w bis auf die Grösse 
Cu»i, welche letztere berechnet werden kann aus der Gleichung: 

{2"+ 2 »131») 0) = Const. = (T 4- 2 mx\) w,. 
Öer Differenzial- Quotient dieser constanten Grösse nach der Zeit ( 



Fig. 213. 
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genomm«!) ist gleich Null zu setzen, folglich ist: 

dx ■ ' 

Wenn man die Giösse - als rektive Geschwindigkeit der Hisse 

m in Bezug auf die rotirende Scheibe mit v bezeichnet, 
sich hieraus für die WiDkelheschleunigting der Werth: 
(i(o 2(2mi>co)x 

dt' ~ T-(- Swix»' 
Es hat also die Drehbeschleunigung des ganzen Systems dieselbe 
Grösse, wie wenn auf dasselbe ein Paar von äusseren Kräften wirkte, 
deren jede die Grösse "Imva bat, also dieselbe Grösse, welche in 
der Theorie der relativen Bewegung für die sogenannte zweite schein- 
bare Kraft gefunden wurde. Da im vorliegenden Falle die Dreb- 
achse die Eigenschaften einer ,, freien Achse" besitzt, so würde die 
Bewegung auch dann noch in derselben Weise erfolgen, wenn das 
ganze System frei im Räume schwebend der Einwirkung aller äusseren 
Kräfte entzogen wäre. 

Bei einer homogenen Kugel besitzt jede durch den Mittel- 
punkt gelegte gerade Linie die Eigenschaften einer freien Achae; 
folglich würde dasselbe Bewegungsgesetz auch für eine frei im 
Räume schwebende um ihre Achse rotirende Kugel, also z. B. die 
Erdkugel, gelten. Wenn durch innere Kräfte einzelne Massentheilfl 
der Erdachse genähert, also z. B. vom Äequator nach den Polen 
hin verschoben werden, so wächst die Drehgeschwindigkeit der 
Erde, Den gleichen Einfluss würde auch die mit einer Temperatur- 
Abuahme verbundene Zusammen Ziehung des Erdkörpers haben. 
Für das Trägheitsmoment der Kugel wurde in § 100 (Gleichung 33) 

•2 
der Ausdruck T := — 3fr' gefunden. Wenn in Folge der Tem- 
peratur-Abnahme eine Yerkleinerung des Erdbalbmessers von der 
Grösse r bis auf die Grösse rj einträte, so würde dadurch das 

2 
Trägheitsmoment auf die Grösse Tj := — Mr\ vermindert, und die 

Drehgescb windigkeit würde von m bis coj zunehmen, welche letztere 
Orösse zu berechnen ist aus der Gleichung: 



-jtfr' 

-JtfrJ 



Anwendungen des Principa dei- Fläehen, 3( 

So z. B. würde bei einer Abnahme des GrdlnilbniesBera von 881 Mei] 
bis anf 860 Meilen für das dadnreh bedingte Vetgrösaernngsverhältniss i 
Drchgesi'hmindiglteit der Wertii sich ergeben r 



Es würde also die Dreligeschwindigkeit i 



ihrer ursprünglichen GrBi 



I 200 Secund 



[ittcl- 
lcIi«; 
» im 
3. da 

.tbiDi 

t te 

Ttm- 

OH in 
xb i> 



Fig. 2U. 



II 



znnolimeD. and die Länge des Tages um oder n 

al] nehmen. 

Die Momentensumme der Beweg iiiigsgrössen von zwei Mass 
Ml, JW,, welche um eine gemeinschaftliche Drehachse oach en 
gegengesetzten Richtungen sich drehen, kann nicht verändert w« 
den durch Kräfte, welche die beiden Massen auf einander gege 
aeitig ausöhen. Wenn also das Ganze anfangs im Riihezustan 
sich befand, so werden die später eingetretenen Drehgeschwindi 
keiten w^ und Oj der Bedingungsgleichung unterworfen sein: 
r,oji — 2',(0j = 0, oder: 
T, oj, = rja)j, 
in welcher T^, T, reap. die Trä 
heitsmomente der beiden Massen 
Bezug auf ihre gemeinschaftliche Dre 
achse bedeuten. 

Solche entgegengesetzte Dre 
bewegungen würden die beiden Ki 
per einander gegenseitig z. B. v( 
mittelst einer gespannten elastisch 
Spiralfeder ertheilen können , der 
inneres Ende an dem ersten u 
<leren äusseres Ende an dem zweiten Körper befestigt ist. t] 
^as Gesetz dieser Drehbewegungen zu finden, würde man die ob 
gefundene Gleichung nach der Zeit t zu differenziiren haben; m 
■erhält dann die Gleichung; 

^ dt 'dt 

Die beiden hier einander gleich gesetzten Producte sind die At 
brücke für die Kraftmomente Wt, welche den beiden Körpern il 
I>rehbeschleunigungen ertheilen und vermittelst der Spiralfeder a 
sie übertragen werden ; dieselben bilden in entgegengesetztem Sin 
genommen zugleich die Kraflmomente, welche die gespannte Spin 
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alflO 0« 



feder im Glejchgewicht>sziistaii<le erhalten würde. Wenn alBo 
Gesetz bekannt ist, nach welchem mit eintretender Ab- oder Auf- 
wiekelung der Spiralfeder die Grösse des Kraftmoments iffi flieh 
ändert, so würde man daraus das Gesetz für jede der beiden Dreb- 
bewegungen auf ähnliche Weise wie bei dem im nächstfolgenden 
Paragraphen behandelten Falle ableiten können. 



- 107. 



Anstatt den Elasticitätswiderstand einer gespannten Spiralfeder 
zu benutzen, um einem Körper eine Drehbewegung zu ertbeileo, 
würde man auch den Torsionswiderstand eines Drahtes dazu ver- 
wenden können, dessen eine Endfläche festgehalten wird, während 
die andere Endfläche mit dem Körper verbunden ist, welchem eioe 
Drehbewegung um die Achse des Drahtes mitgetheilt werden soll. 
Wenn der Körper — und mit demselben zugleich die eine End- 
fläche des cylindrischen Drahtes — um einen gewissen Winkel 
gedreht wurde, und der Körper alsdann der Wirkung des dadurch 
hervorgerufenen Torsionswiderstandea überlassen wird, so hat das 
auf den Körper übertragene Kraftmoment im ersten Augenblicke 
dieselbe Grösse, wie dasjenige Kraftmoment, welches bei dieser 
neuen Lage den Körper oder die Endfläche des Drahtes im Qleich- 
gewlcbt halten würde. Die Drehungsrichtung des Kraftmomeotes 
ist jedoch die entgegengesetzte , in sofern dasselbe den Körper 
nach seiner früheren — dem natürlichen unverdrehten Zustande 
des Drahtes entsprechenden — Gleichgewichtslage zurücktreibt. 
In dem Maasse, wie dadurch der Verdrehungswinkel allmählich 
verkleinert wird, vermindert sich nach einem bestimmten Gesetze 
auch die Grösse des treibenden Kraftmoments, Es soll ange- 
nommen werden, dass die Grösse des Kraftmoments stets propor- 
tional ist der Grösse des Terdrehungswinkels, was bei geringer Grösse 
des letzteren immer vorausgesetzt werden darf. Wenn also mit 

1) ^l^2Kl 
das Kraftmoment bezeichnet wird, welches bei dem Verdrehangs- 
Winkel 8 den Körper im Gleichgewichtszustande halten würde, und 
mit aJfi das dem Winkel öj entsprechende Kraftmoment, so findet 
jenes Gesetz seinen Ausdruck in der Gleichung: 



2J 



58," 




, welches dem \erdrehuDg3Winkel ß = i. entspricht. 



?ig lU, 




mit T das Trägheits- 
moment des Körpers in Bezug 
auf die mit der Achse des Drahtes 
zusammenrallende Drehachse des- 
selben bezeichnet wird, so erhält 
man — unter Voraussetzung einer 
vprsehwindend kleinen Masse dea 
Drahtes — nach Fig. 215 und 
Fig. 216 für die Winkelbeschleu- 
uigung des Körpers die Gleichung: 
rf^ _ _ 2KI _ Cb 
dl' — T 1'' l 




rend der Bewegung unyerändert 
bleibende Grösse, und wenn ab- 
iürzungsweise die Constante: 



lesetzt wird, so nimmt der Ausdruck für ( 
: Form an: 

dt' 



) Wiukelbeschleunigung 



i) 



;=—*■( 



Sflse Gleichung zeigt, 
jwli demselben Gesetze 


lass die Schwingungen des Torsionspendels ^M 
erfolgen, welches in § 3ö fär geradlinige ^| 


chwingungen gefunden 


wurde. Für die 


Grössen und 37 er- ^H 


eben sich hieraus (auf 


dieselbe Weise wie 


in § 35 für die Grössen ^M 


( BDd -3- J die allgemeinen Gleichungen: 


■ 


e^Aeinkt^B 


«jsii, ^'=Ah 


oskt^Bksmkt, H 


welchen die Constanten A und B aus 
iDgssustande des schwingenden Körpers zi 


dem anfänglichen Bewe- ^M 
bestimmen sind. Wenn ^| 


1 Anfange e = a. und 




ist A = und -B=a ^t 


BItlei:, Anm^tliclis MeebBD 


k. 3, Ata. 


^^M 
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ZU setzen; folglich wird in diesem Falle: 

e =z a cos kt und -77 = — ai sin kt. 

dt 



dB 



Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass ß = — a und 37- =0 

dt 



TZ 



wird, wenn kt = Tz^ oder: t= ^ geworden ist. Nach Substi- 
tution des für die Conatante k aus Gleichung 3) zu entnehmenden 
Werthes erhält man also für die Schwingungsdauer des Torsions- 
pendels die Gleichung: 



5) t 



-'V^- 



Fig. 217. 



Wenn an jedem der beiden im Abstände a von der Dreh- 
achse einander symmetrisch gegenüber liegenden Punkte noch eine 

Masse m hinzugefügt wird, welche klein 
genug ist, um als materieller Ponkt 
gelten zu können (Fig. 217), so wird 
dadurch das Trägheitsmoment um die 
Grösse 2ma^ vergrössert, und es ent- 
steht ein neues Torsionspendel von der 
Schwingungsdauer : 



6) t 



,=^i/^ 



+ 2ma* 



C 



m 



m 



Die beiden Gleichungen 6) und 6) 

können zur Bestimmung der beiden 

■" Constanten T und C benutzt werden, 

sobald die Grössen t, t^^ m, a aus di- 

recten Messungen bekannt sind. Man erhält durch Auflösung jener 

beiden Gleichungen für T und C die Werthe: 







7) T = 



2maH^ 



t\ — t 



2 » 



8) C = 



2ma^T:^ 
t\ — t^ 



Wenn z. B. aus den Beobachtungen sich ergeben hätte, dass für das 
ursprüngliche Torsionspendel die Schwingungsdauer ^ = 12 Secunden war, 
und dass durch Hinzufügung der Masse m = 0,l Kil. an jeder Seite im Ab- 
stände a = 0'",5 die Schwingungsdauer bis auf die Grösse ^1 = 13 Secunden 
sich vergrösserte, so würden sich daraus die Werthe ergeben: 



2.0,1.0,5M2« 
18*^ — 12« 



= 0,288, C = 



2 . 0,1 . 0,5« . 3,14« 
13« — 12^ 



= 0,019 789 2. 



BeBtimninnB dsr Erdmaaae mittelst der TorBioinwage: ~ 

Die gefundenen beiden Zalilenwerthe beziehen sich auf dasjenige Haass- 
System, bei welchem die Masse eines Körpers, der 1 Eilogtamm iriegt, als 
Massen ein hei];, nnd die Eraft, weklie dieser Masee eine Beschleunigung toq 
1 Meter ertheilen würde, als Krafteinheit snm Grande gelegt wird. Wenn 
statt dessen eine g^nal so grosse Kraft, nämücli das Gewicht eines Kilogrami 
als Krafteinheit betrachtet werden soll, so ist als Masseiicinheit eine Masse 
TOn 1/ Kilogrammen zu wählen. Es sind Blau die gefundenen Zahlen noch 
dnrch g zu dividiren, wenn die Grössen T und C nach diesem letzteren it 
Sjsteme dnrch Zahlen ausgedruckt werden sollen, nnd man erhält dann die 
Werthe: 

r^ 0,029 358, C^ 0,002 012 15. 



Bestimmung der Erdmane mlHeltt der Torsionswage. 

Das TorsioDspendel kann auch als Wage benutzt werden znr 
Messung von sehr kleinen Kräften, so z. B. zur Messung der An- 
ziehungskräfte, mit welchen nach dem Newton'schen Graritatioos- 
gesetze zwei homogene kugelförmige Massen m und M bei gegebe- 
nem Abstände ihrer Mittelpunkte einander gegenseitig anziehen. 
Zu diesem Zwecke hat man an jedem der beiden Endpunkte einer 
sehr leichten horizontalen Stange, welche in ihrem Mittelpunkte 
an einem langen dünnen Drabte aufgehängt ist, eine Eugel von 
der Masse m zu befestigen (Fig. 218), und hierauf, wie Fig. 21^ 
als Grundriss zeigt, zwei kugelförmige Massen M zu diesem Tor- 
Bionapendel in eine solche Lage zu bringen, dass die beiden von 
den Massen M auf die Massen m ausgeübten horizontalen Anzieh- 
ungskräfte K rechtwinkelig zu der Stange in einerlei Drehungs- 
riehtung wirkend ein verdrehendes Kräftepaar bilden vom Momente: 

2« ^ 2 Kl. 
Die Grösse der Kraft K würde alsdann nach den im Yorlgen 
Paragraphen gefundenen Gleichungen aus der beobachteten Grösse 
<ieajenigen Verdrehungswinkels a berechnet werden können, bei 
"velchem jenes Kräftepaar das Torsionapendel im Gleichgewichts- 
austande erhält. Da indessen dieser Winkel a unter gewöhnlichen 
"Verbältnissen so klein sein wird, dass eine directe Messung- des- 
selben mit zu grossen Schwierigkeiten verbunden sein würde, so 
iät es vorzuziehen, die Bestimmung desselben auf folgende indirecte 
"Weise auszuführen. 

In dem Äugenblicke, wo die beiden Massen M in ihre Stel- 
lungen eingerückt beginnen ihre Wirkung auf das bis dahin ruhende 



d 
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m 



T 



O 



Fig. 21^. 



Toraioospeadel aaszaübeo, hört die bisherige Lage desselben auf, 
elQe Gleichgeirichtslage za sein. Ao Stelle derselben wird nnn- 

mehr die tun den 
Fig. 218. Winkel a von der 

ursprünglichen ab- 
weichende Lage die 
neiieGleichgewicbts- 
hige bilden. Das 
Pendel wird daher 
in diesem Augen- 
blicke seine erste 
Schwingung bin- 
nen und nach Voll- 
endung derselben 
um den Winkel a 
über die neueGleicb- 
gewiditslage hiDans- 
g^;angen sein, ako 
um den Winkel 2 a 
Yon der ursprüng- 
lichen Gleichge- 
wichtslage sich ent- 
fernt haben. 

Wenn genau zu 
derselben Zeit — 
also nach Ablauf 
eines Zeitraums, 
welcher der vorher 
schon aus Beobach- 
'^ .^ ^y tungen bekannten 

^^ ' ' Schwingungsdauer 

genau gleich ist — 
die anziehenden Massen M plötzlich in eine solche Lage übergefahrt 
werden, bei welcher das durch die Anziehungskräfte K gebildete 
Eräftepaar in einer der vorherigen entgegengesetzten Drehungsrich- 
tung wirkt, so entsteht wiederum eine neue Gleichgewichtslage für 
das Pendel, und zwar wird dieselbe nunmehr um den Winkel a 
nach der entgegengesetzten Seite bin von der ursprünglichen ab- 
weiche n, fol glich um den Winkel 3a von derjenigen Lage, welche 
das"PendePam Ende der ersten Schwingung wirklich erreicht hatte. 




BefitimrilUDg der Erdtuasse miftelät der TorsioBsws ge. 
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Das Pendel wird in diesem Äugenblicke amkebrend seine zweite 
SchwiDgUDg beginnen, und da es im Anfange derselben um den 
Winkel 3 a von seiner neuen Gleichgewichtslage entfernt war, bo 
wird es um den Winkel 3 a über dieselbe hinausgehend am Schlüsse 
der zweiten Schwingung um den Winkel 4 a von der ursprünglichen 
Gleichgewichtslage ?ich entfernt haben. 

Indem man auf diese Weiae fortfährt, in Zeitintervallen, welche 
genau die Grösse der vorher beobachteten Schwingungsdauer haben, 
die anziehenden Massen M abwechselnd von der einen und von der 
anderen Seite her ihre Wirkung auf das Pendel ausüben zu lassen, 
erreicht man, dass der Schwingungswinkel derselben sich allmählich 
vergröRsert, in solcher Weise, dass am Ende jeder folgenden Schwing- 
nng die Abweichung von der ursprünglichen Gleichgewichtslage um 
2 a grösser wird, als am Ende der vorhergehenden. Es wird also 
am Ende der n-ten Schwingung die Abweichung von der Gleich- 
gewichtslage die Grösse: 

5 = 2 » a 
erreicht haben, und wenn es gelingt, diesen Winkel 8 direet zu 
messen, so kann der Winkel a. aus obiger Gleichung berechnet 
■werden. 

Unter gewöhnlichen Verhältnissen wird der Winkel S, obgleich 
derselbe ein Vielfaches des Winkels a ist, selbst bei grosser An- 
zahl der ausgeführten 



Pig. 320. 



it: 



~ Die Messung des Winkels S kann auf die in Pig. 220 ange- 

«ieutete Weise mittelst eines aus Spiegel, Scala und Fernrohr be- 
stehenden Apparates ausgeführt werden. Der mit dem Torsions- 



Schwingungen 
noch ein sehr kleiner 
Winkel sein. Unter 
dieser Voraussetzung 
ist es zulässig, die An- 
ziehungskraft^, welche 
in Wirklichkeit mit 
dem Abstände p zwi- 
schen den Massen M 
und m beständig sich 
ändert, als eine wäh- 
rend jeder Schwingung 
constant bleibende Kraft 
zu betrachten. 



, die Acfai i 



I ifak dnbndB Spc^el M te j 



ekv Wase an dtn Pvalel btftitigt, dus du Dntaetas !> ie 
^tegdabttw aUL Du aof das Spi^el geiicUete fconnatak fa»* 
nkr nd £e in glocter ffiAe nit den Mifttdpiukte ia Sptt^ 
•bme n Afastude a von der Drdadiae io^citellt« horiuntale 
Seabt tebfla ane mIcW Laee, diM hä der anpnii^dKn Glödi- 
gvwicktali^ das Ftadtli dw Aag* des doid daa fwobx atiatua- 
dea BMfaKhtm ihs ^iegellifld des Noüpankt« der 8al» im IGtM- 
putkto des G«aiektafrIdH orUkkt Wan sn E^t der a-tai 
S^wnSug atitt des NoOpiinktes A' der üs Airtaade x tob do- 
salbM biGadliektt Paskt i> der SeaU in IfittdynU« dea 6e- 
stcbtaMdea endieB, so ist d«r Wiakri h zo 



WcBB ferner fär die CMHUnt« C der im mrign Fangnplieii l 
Zabknwotb: 

c=04»soiaii 

getaada» worde. m Iwt 4am d^ T ti di thmg wröfal a 
numcvt (utA S 107, Gkkln^ Z) £« &mk: 

Vm hieiaiu di« Gröne der Knft f n hcRcfean. hat hu 1R = 2£ 
MtMo Dud di» Gitiebaag ■bdaan fo f ufadüMa. Wwa abo ai=[ 
»iir. >K> ist: 



' 91 



= 0^0000000088, 



wob«i das Öewioht niD I KU. als Eiafteiiiheit sa beiiaektcB bt. b ist 
ilie krttll K M grvv«. vi« Ji? Oewi-cbt eines Kä^-ei^ vekher 0,06388 MlUi' 
Utatuui wie^t. 

NüchUeui auf aotche W«ise die Erafl K genessen ist, oiit 
w«lcUei' ilia Mjtase "* von der bekannten Masse 31 bei bekanntem 
Abstaudü f Kui;tii4>^'tf)i wird, bedarf es lur Besdmmiuig der Erd- 
lutuiiii b' DUi' noch »iiier WügUBg der Mass« m. Denn wenn mit 
V ilaa Ouwti>lit d»v Mas^e m besetdtart wird, oder dte Kraft, 



Sreleher di 



'Besolileunigtes Berganrollen auf achiefer Eben 
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releber dieselbe ?on der Erdmasae bei dem Abstände r = 
1000'" angezogen wird, und mit f). die Anziehiingslfraft, mit 
ler zwei Massen von der Grösse Eins bei dem Abstände Eins 
änander wirken, so ergeben sich aus dem Newton'acben Gravi- 
QSgesetze die Gleichungen: 

^ mM ^ mE . E Q r' 

r=H--pir. e = {^^. also:-^=^.p„ 

IVelchea das Yerhältniss der Erdmasae E zu der bekannten 
IB M berechnet werden kann, da die in der letzteren Gleichung 
der rechten Seite stehenden GrOsaen nunmehr sämmtlich als be- 
t zu betrachten sind. 

§ 109- 
( Beschleunigtes Berg anrollen auf schiefer Ebene. 

Denkt man sich das in Fig. 214 dargestellte Massensystem 
eine schiefe Ebene gesetzt, so erkennt man die Möglichkeit, 
— obwohl die treibenden Drehkräfte, welche die beiden 
«n J/j und M^ mittelst der gespannten Spiralfeder auf ein- 
r gegenseitig übertragen, in Bezug auf das ganze System als 
ire Kräfte zu betrachten sind — doch eine bergan gerichtete 
hleunigung des gemeinschaftlichen Schwerpunktes durch die- 
m hervorgebracht werden kann, insofern ausser dem Gewichte 



Fig. 221. 




und dem normalen 
Gegendrücke der 
schiefen Ebene hier 
noch der dem Glei- 
ten aD der Berüh- 



gen wirkende Rei- 
bungswiderstaud als 
eine bergan wir- 
kende äussere 
Kraft hinzutritt. 
Wenn der Rei- 



'hier vorausgesetzt wird — ausreicht, das Gleiten an der Be- 
iißgaatelle zu verhindern, so wirkt derselbe wie ein um den 
hden Kreis gewickelter Faden, welcher längs der schiefen Ebene 




1) 
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ausgestreckt mit seioem oberen Endpunkte an dereelben befeS^ 
ist. Aus dem Gesetze des Schwerpunktes ergiebt sich für die Be- 
scbleuniguDg des Schwerpunktes nach Fig. 221 die Gleichung: 

Die relativen Bewegungen der beiden Massen in Bezug auf 
den mit der Beschleunigung p fortschreitenden Kaum sind Dreh- 
ungen um die in Bezug auf diesen Raum in relativem Ruhe- 
zustände befindliüLe gemeinschalllicbe Drehachse 0. Nach der 
Theorie der relativen Bewegong 
hat man, um diese relativen Be« 
wegungeu des Massensystems zu 
bestimmeD, in einer der Beschielt' 
nigung p entgegengesetzten Rich- 
tung die Kraft (M, ^- M^)p hin- 
zuzufügen und alsdann den be- 
schleunigten Raum als im Rahe- 
zustande beßndlich zu betrachten. 
Auf die Drehungen des Massen- 
systems um die nunmehr als fest 
zu betrachtende gemeinschaftliche 
Drehachse kann also jetzt das 
in § 98 (Gleichung 5) gefuadens ' 
aus welchem sich nach Fig. 222 ^^M 



{M,*j^p 




H*M,)ä 



Gesetz angewendet werden, 
Gleichung ergiebt: 



2) r, 



dt 



-T, 



dt 



-KR,. 



Die Drehbewegung, welche die Masse M^ für sich allein ausfährt, 
geschieht unter Einwirkung des von der Spiralfeder auf 
übertragenen Kraftmoments SJi mit der Winkelbeschleunigung: 



3J 



dt 



' ^s 



Für den rollenden Kreis ist die seiner Drehbesehleunigung ent- 
sprechende Peripherie-Beschleunigung gleich der bergan gerichte^ 
Beschleunigung seines Mittelpunktes zu setzen; also ist: 



4) Ä, 



dt"' 



Aus den obigen vier Gleichungen können die vier unbekw 



Besohle Qnigtes Berganrollen auf schiefer Kbene, 



de). 



dt ' 



K bestimmt werden, und i 



ieechleiiDiguDg des Berganrollens die Gleichung: 
1 ^ 



5) p = 



-(.Vi + Jl/a)ysina 



AI, + M, + 



m 



reicher sich ergiebt, daas die Beschleunigung Null wird, wenn ' 

und dass die Bewegung eine beschleunigte oder verzjjgerte ist, 
bdem das in der Feder steckende Kraftmoment grösser oder 
sr ist als der obige Werth. 

Ein beschleunigtes Berganrollen würde man auch auf die in 
ß2B angedeutete Weise hervorbringen können, bei welcher 
durch die zwischen den 



Fig. 223. 




II Torigen Falle die Gleichung: 

_ £— (Jtf, +Jlf,)g9ina 



beiden Theilen itf, und 
M^ des ganzen Massen- 
systema thätigen inneren 
Kräfte — z. B. durch 
menschliche oder thie- 
rische Kräfte oder auch 
mittelst eines Uhrwerks 
— bewirkt wird, daas die 
Masse M^ im Inneren des 
rollenden Hohlcylinders 
stets in derselben relati- 
ven Höhe in Bezug auf 
die Achse desselben er- 
halten wird. Für die Be- 
schleunigung des Schwer- 
punktes erhält man hier 



7) p = 



Nach Hinzufflgung der Kräfte M,p und M^p kann man wie 
vorigen Falle die Achse als eine feste Drehachse behandeln 

das in § 98 (Gleichung 5) gefundene Gesetz anwenden. In 
ikaichtiguug des Umstandes , dass hier — abweichend vom 
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vorigen Falle — nur die Masse M^ eine Drehbewegung ansführt, 
erhält man nach Fig. 224 die Gleichung : 

8) Ti^ + = J«,i^psin(a + ß) + Jlf2ppco8ß — ZiJ,. 

Wenn man zu die- 



Pig. 224. 




sen beiden noch wie 
beim vorigen Falle die 
Gleichung: 

als dritte hinzufügt, so 
können die drei un- 
bekannten Grössen ;, 

K und — r-^ aus den- 
dt 

selben berechnet wer- 
den, und für die Be- 
schleunigung des Berg- 
anrollens ergiebt sich 
der Werth: 



10) p = 



^2 S' ;^- sin (a + ß) — (M^ + M^) g sin a 



Jl/,+Jtf,+^}-Jtf,-|-cosß 



Soll das BerganroUen gleichförmig geschehen, so muss die Be- 
dingungsgleichuDg: 

M^g ^ sin (a + ß) = (^i + ^2)9^1 sin a, oder: 
11) M^g {p sin (a -f ß) — Ri sin a} = M^gR^ sin a 
erfüllt sein, welche ausdrückt, dass in Bezug auf den als augen- 
blicklichen Drehpunkt zu betrachtenden Berührungspunkt A (in 
Fig. 223) die algebraische Summe der statischen Momente sämmt- 
licher Kräfte gleich Null ist. 



Leipzig. Druck von Grimme & Trömel. 
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